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Resumen

La presente tesis tiene como objetivo estudiar el movimiento Browniano frac-
cionario (como lo dice el mismo t́ıtulo de la tesis), sin embargo el estudio de este
proceso es muy basto por lo que cabe destacar que esta tesis se enfoca en conjuntar
y desarrollar las principales propiedades del mismo. La razón por la que se aborda
este proceso como trabajo de tesis es debido a que no se le ha dado la suficiente
divulgación a pesar de que se tiene una amplia gama de aplicaciónes del mismo y se
conoce desde 1940 ya que fué presentado por Kolmogorov.

Para atender a un mejor entendimiento del movimiento Browniano fraccionario
se exponen algunos resultados de la teoŕıa de procesos gausianos que ayudarán al
lector a tener una base teórica para partir al estudio del proceso.

La ventaja del estudio del movimiento Browniano fraccionario es que los conocimien-
tos necesarios para el desarrollo de las propiedades del proceso resultan no ser com-
plicadas dentro de la teoŕıa de probabilidad y procesos estocásticos. La verdadera
dificultad se presenta cuando se tabaja en definir la integral estocástica con respecto
al movimiento Browniano fraccionario debido a que, para tener mejores resultados,
se necesita del estudio de otras teoŕıas como el cálculo de Malliavin.
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Introducción

La motivación que se tuvo para empezar este trabajo fué estudiar una aproxi-
mación al movimiento Browniano fraccionario, espećıficamente una de las aproxima-
ciones que están dadas en el art́ıculo [Cavanzo, 2005], ya que actualmente se conocen
muchas aproximaciones al movimiento Browniano a comparación con el movimiento
Browniano fraccionario. Sin embargo, durante el estudio del movimiento Browni-
ano fraccionario nos percatamos que éste tiene varias propiedades interesantes que
contrastan con las propiedades del movimiento Browniano estándar, por lo cual se
decidió resaltar las propiedades básicas del movimiento Browniano fraccionario lle-
gando, de esta manera, a establecer el objetivo principal de la presente tesis.

El objetivo de la tesis es desarrollar las propiedades básicas del movimiento Brow-
niano fraccionario para analizar ciertas propiedades que difieren y otras que coinciden
con el movimiento Browniano. Este desarrollo se llevará a cabo usando como base
fundamental la teoŕıa de procesos gausianos entre otros conceptos básicos de la teoŕıa
de procesos estocásticos.

Debido a que el movimiento Browniano fraccionario es un proceso gausiano, en
el primer caṕıtulo se presentan algunos resultados de la teoŕıa de procesos gausianos
que ayudarán a probar varias propiedades del movimiento Browniano fraccionario.
Se comienza con una pequeña introducción a las variables aleatorias gausianas y
vectores aleatorios gausianos para culminar con el estudio de procesos gausianos y
algunos ejemplos de éstos.

En el caṕıtulo 2 se establece la definición del movimiento Browniano fraccionario
junto con sus propiedades básicas, como lo son: la regularidad y no diferenciabilidad
de sus trayectorias, la α-variación del proceso, la propiedad de que no es semimartin-
gala, la dependencia a largo plazo del proceso y la propiedad no markoviana. Para
culminar el caṕıtulo se presenta un análisis que expresa la manera en la que el estudio
del movimiento Browniano fraccionario fué introducido históricamente.

Luego, en las investigaciones realizadas para el caṕıtulo 2 se encontró que el mo-
vimiento Browniano fraccionario tiene una representación integral que es muy común
dentro de su estudio y en sus aplicaciones, la cual es denominada: “Representación
integral de Mandelbrot y Van Ness”. Por lo cual en el caṕıtulo 3 se comienza con
esta representación integral y a partir de ella surgió la necesidad de examinar las
propiedades de otro proceso conocido como movimiento Browniano fraccionario de
Riemann-Liouville, ya que éste último tiene una representación integral muy similar
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0. Introducción v

a la representación integral de Mandelbrot y Van Ness, y por esta razón a estos
dos procesos se les ha confundido como el mismo proceso. Por lo tanto, el objetivo
principal del caṕıtulo 3 es aclarar que el movimiento Browniano fraccionario y el
movimiento Browniano fraccionario de Riemann-Liouville no son el mismo proceso,
y, a pesar de ello, se encontrará una relación entre éstos.

En el caṕıtulo 2 se prueba que el movimiento Browniano fraccionario no es una
semimartingala, lo cual trae como consecuencia que no se puede aplicar el cálculo de
Itô con el fin de definir la integral estocástica con respecto a este proceso. Por lo tanto,
en el caṕıtulo 4 se finaliza este trabajo de tesis exponiendo de manera informativa dos
alternativas para definir la integral estocástica con respecto al movimiento Browniano
fraccionario. Una alternativa sirve para definir la integral estocástica cuando H > 1

2

y la otra cuando H < 1
2
.

La tesis aporta una manera de abordar el estudio del movimiento Browniano frac-
cionario teniendo como base la teoŕıa de los procesos gausianos que se presenta en el
caṕıtulo 1 y la cual encamina al lector a un mejor entendimiento del proceso. La man-
era en la que se desarrolla el estudio de las propiedades del movimiento Browniano
fraccionario es meramente anaĺıtica y con la virtud de que no se ocupan herramientas
muy sofisticadas para entenderlo. En el caṕıtulo 2 se brinda una recopilación de las
propiedades más resaltantes del movimiento Browniano fraccionario, mientras que
en el caṕıtulo 3 se dá la distinción entre el movimiento Browniano fraccionario y
el movimiento Browniano fraccionario de Riemann-Liouville. Para culminar, en el
caṕıtulo 4 se proporciona un panoráma sobre el trabajo que se ha realizado para
definir la integral estocástica con respecto al movimiento Browniano fraccionario.



Lista de notaciones

∼ Distribución de la variable aleatoria.
(Ω,F ,P) Espacio de probabilidad.
B (M) σ-álgebra de conjuntos de Borel de M .
E Esperanza de la variable aleatoria.
Var Varianza de la variable aleatoria.
exp Función exponencial e.
K Matriz de covarianza de un vector aleatorio.
Cov Covarianza.
mX Vector esperanza del vector aleatorio X.
c.s. Casi seguramente.
c.s.
= Igualdad casi segura.
L1 (Ω,F ,P) Espacio de funciones integrables definidas en el espacio (Ω,F ,P).
PX Ditribución de la variable aleatoria X.
fX Función de densidad de la variable aleatoria X.
det Determinante de una matriz.
⊗ Producto entre σ-álgebras.
Π Producto entre conjuntos.
◦ Composición de funciones.
D
= Igualdad en distribución.
〈·, ·〉 Producto punto.
KX(·, ·) Operador de covarianza del proceso X.
log Función logaritmo.
Γ Función gamma.
E [X|F ] Esperanza condicional de la variable aleatoria X

con respecto a la σ-álgebra F .
O (f) Orden de convergencia de la función f .
≈ Aproximación.
f ′′(x) Segunda derivada de la función f respecto a x.
b·c Función parte entera.

D−→ Convergencia en distribución.
c.s.−→ Convergencia casi segura.
L2

−→ Convergencia en media cuadrática.
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P [X|F ] Probabilidad condicional de la variable aleatoria X
con respecto a la σ-álgebra F .

a ∧ b Mı́nimo entre a y b.

2F1 Función hipergeométrica.
<< Mucho menor que.
>> Mucho mayor que.
a ∼= b a tiene la misma forma que b salvo constantes positivas.
CovX∆ Covarianza del proceso de incrementos de X.
L2 (Ω,F ,P) Espacio de funciones cuadrado integrables definidas

en el espacio (Ω,F ,P).
C l Conjunto de funciones l-veces diferenciable y

cuya l-ésima derivada es continua.
C∞ Conjunto de funciones infinitamente diferenciables.
C 0 Conjunto de funciones continuas.
Cα Conjunto de funciones α-Hölderianas.
‖·‖α Norma del conjunto Cα.



Caṕıtulo 1

Preliminares

Debido a que el movimiento Browniano fraccionario es un proceso gausiano es
presciso estudiar la teoŕıa de procesos gausianos ó al menos los principales resultados
que ayudarán a examinar las propiedades básicas del movimiento Browniano fraccio-
nario. Por tal razón, este primer caṕıtulo se dedica a encaminar de la manera más
breve y anaĺıtica posible el estudio de los procesos gausianos en general comenzando
desde los conceptos más esenciales, como lo son la definición de variables y vectores
aleatorios gausianos, hasta finalizar con ejemplos de procesos gausianos.

1.1. Variables Aleatorias y Vectores Aleatorios

Gausianos

En esta sección se presentan las definiciones de variables aleatorias y vectores
aleatorios gausianos, la función de densidad y la función caracteŕıstica de una varia-
ble y un vector gausiano respectivamente, independencia entre variables aleatorias
gausianas, aśı como también independencia entre vectores aleatorios gausianos, entre
otros resultados que complementan el estudio de las variables y los vectores aleatorios
gausianos.

1.1.1. Variables Gausianas en R
Sea (Ω,F ,P) un espacio de probabilidad y (R,B (R)) un espacio medible. Todas

las variables aleatorias que se consideren en esta sección están definidas en el espacio
de probabilidad (Ω,F ,P) y toman valores en R.

1.1 Definición. Sea X : (Ω,F ,P) → (R,B (R)) una variable aleatoria. Se dice
que la variable aleatoria X tiene distribución normal o gausiana si su función de
densidad está dada por:

t 7→ 1√
2πσ2

exp

{
−(t− µ)2

2σ2

}
,

1



1. Preliminares 2

donde µ es la esperanza de X y σ2 es la varianza de X, los cuales se denotan como
E (X) y Var (X) respectivamente.

En particular, la variable aleatoria X se dice que tiene distribución normal es-
tándar si su función de densidad es:

t 7→ 1√
2π

exp

{
−t

2

2

}
,

es decir, cuando E (X) = 0 y Var (X) = 1.

Una variable aleatoria X que tiene distribución normal con esperanza µ y varianza
σ2 se denota como:

X ∼ N (µ, σ2).

Como observación, una variable aleatoria gausiana X ∼ N (µ, σ2), definida en el
espacio de probabilidad (Ω,F ,P), es una constante igual a µ casi seguramente (c.s.)
si σ2 = 0. Esta distribución es la conocida como distribución delta de Dirac en µ,
denotada por δµ. Por lo cual, si σ2 = 0 entonces P = δµ.

1.2 Propiedades.

i) Sea X ∼ N (µ, σ2), entonces X tiene función caracteŕıstica dada por:

φX(t) = E
(
eitX

)
= exp

{
iµt− σ2t2

2

}
.

ii) Sea X ∼ N (µ, σ2), luego X puede verse como la translación y la dilatación de
una variable aleatoria normal estándar X̃ ∼ N (0, 1), como sigue: X = µ + σX̃. Es
decir si X ∼ N (µ, σ2), entonces:

X − µ
σ

∼ N (0, 1).

iii) Sean X1 ∼ N (µ1, σ
2
1) y X2 ∼ N (µ2, σ

2
2) variables aleatorias independientes,

entonces X1 +X2 ∼ N (µ1 + µ2, σ
2
1 + σ2

2).

1.1.2. Vectores Gausianos en Rn

En esta sección se considerarán variables aleatorias X1, . . . , Xn, las cuales están
definidas en el espacio de probabilidad (Ω,F ,P) y toman valores en R. En cuan-
to a los vectores aleatorios que se estarán tratando, éstos estarán formados por
las variables aleatorias X1, . . . , Xn, es decir se considerarán los vectores aleatorios
(X1, . . . , Xn), los cuales están definidos en el espacio de probabilidad (Ω,F ,P) y
toman valores en Rn, por lo cual se trabajará con el espacio medible (Rn,B (Rn)).
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1.3 Definición. Sea X = (X1, . . . , Xn) : (Ω,F ,P)→ (Rn,B (Rn)) un vector aleato-
rio que toma valores en Rn y tal que E |Xi| < ∞,∀i = 1, . . . , n. La esperanza del
vector aleatorio X, denotada por E (X), es el vector de esperanzas, es decir:

E (X) = (E (X1) , . . . ,E (Xn)) .

Si E (Xi) = 0,∀i = 1, . . . , n, se dice que el vector aleatorio X es centrado.

Para simplificar la notación se denotará por mX al vector esperanza del vector
aleatorio X.

1.4 Definición. Sea X = (X1, . . . , Xn) un vector aleatorio tal que E |Xi| < ∞,
∀i = 1, . . . , n, y E |XiXj| <∞,∀i = 1, . . . , n, y j = 1, . . . , n. La matriz de covarianza
del vector aleatorio X es la matriz cuadrada, simétrica y positiva definida, dada por:

K = (Cov (Xi, Xj))1≤i,j≤n ,

donde Cov (Xi, Xj) = E (XiXj)− E (Xi) E (Xj).

1.5 Definición. Un vector aleatorio X = (X1, . . . , Xn) se dice que tiene distribución
gausiana si tiene distribución normal de dimensión n, es decir, si su función de
densidad está dada por:

fX (x) =
1

(2π)
n
2

√
detK

exp

{
−1

2
(x−mX)>K−1 (x−mX)

}
, x ∈ Rn,

donde detK es el determinante de la matriz de covarianza K.

1.6 Proposición. (La función caracteŕıstica de un vector gausiano en Rn).
Sea X = (X1, . . . , Xn) un vector aleatorio gausiano con esperanza mX y matriz de
covarianza K, entonces la función caracteŕıstica del vector aleatorio X está dada
por:

φX(x) = exp

{
ix>mX −

1

2
x>Kx

}
(1.1)

donde x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn.

Por la fórmula de inversión de Lévy, ver [Williams, 2008, pag. 175], se deduce
que la función caracteŕıstica determina de manera única la distribución del vector
aleatorio. Con la ayuda de este resultado se probará la siguiente proposición.

1.7 Proposición. (Independencia de variables aleatorias gausianas).
Sea (X, Y ) un vector gausiano, entonces X y Y son independientes si y sólo śı

Cov (X, Y ) = 0.
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Demostración. Si X y Y son independientes, se sigue inmediatamente que

Cov (X, Y ) = 0.

Para demostrar el rećıproco, se denotará a la función esperanza del vector aleatorio
gausiano (X, Y ) por m(X,Y ) = (E(X),E(Y )). Luego, debido a que Cov (X, Y ) = 0,
se tiene que la matriz de covarianza K de (X, Y ) esta dada por:

K =

[
Var (X) 0

0 Var (Y )

]
.

Con lo anterior se calcula la función caracteŕıstica de (X, Y ):

φ(X,Y ) (x, y) = exp

{
i (x, y)>m(X,Y ) −

1

2
(x, y)>K (x, y)

}
= exp

{
i (xE (X) + yE (Y ))− 1

2

(
x2Var (X) + y2Var (Y )

)}
= exp

{
ixE (X)− 1

2
x2Var (X)

}
exp

{
iyE (Y )− 1

2
y2Var (Y )

}
= φX (x)φY (y) .

Por la unicidad de la función caracteŕıstica, se concluye que la distribución conjunta
del vector aleatorio gausiano (X, Y ) es igual al producto de la distribución de la
variable aleatoria X y de la distribución de la variable aleatoria Y , por lo tanto X y
Y son independientes, ver [Williams, 2008, pag. 38-40].

De igual manera se prueba el resultado anterior para vectores gausianos de di-
mensión mayor que dos en la siguiente proposición.

1.8 Proposición. Sea (X1, . . . , Xn, Y1, . . . , Yp) un vector aleatorio gausiano de di-
mensión n+ p, entonces los vectores aleatorios X = (X1, . . . , Xn) y Y = (Y1, . . . , Yp)
son independientes si y sólo śı las covarianzas, Cov (Xi, Yj), 1 ≤ i ≤ n,1 ≤ j ≤ p,
son todas nulas.

El siguiente resultado es una caracterización muy importante de los vectores
gausianos.

1.9 Proposición. Un vector aleatorio X = (X1, . . . , Xn) es gausiano si y sólo śı to-
das las combinaciones lineales de sus coordenadas, a1X1 + · · · + anXn, tienen dis-
tribución gausiana en R, para toda a = (a1, . . . , an) ∈ Rn.

Demostración. Bajo el supuesto de que X es un vector aleatorio gausiano, nótese
primeramente que, para toda a = (a1, . . . , an) ∈ Rn, la variable aleatoria a1X1 +
· · ·+ anXn tiene la siguiente esperanza y varianza:

E (a1X1 + · · ·+ anXn) =
n∑
i=1

aiE (Xi),
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Var (a1X1 + · · ·+ anXn) =
n∑
j=1

(
aj

n∑
i=1

aiCov (Xi, Xj)

)
.

Por la proposición (1.6), para cada a = (a1, . . . , an) ∈ Rn, se tiene que:

φX(a) = exp

{
ia>mX −

1

2
a>Ka

}
= exp

{
i

(
n∑
i=1

aiE (Xi)

)
− 1

2

n∑
j=1

(
aj

n∑
i=1

aiCov (Xi, Xj)

)}
= φY (1),

donde Y es una variable aleatoria gausiana con E (Y ) = E (a1X1 + · · ·+ anXn) y
Var (Y ) =

∑n
j=1 (aj

∑n
i=1 aiCov (Xi, Xj)), por lo que:

Y
c.s.
= a1X1 + · · ·+ anXn,

y por consiguiente a1X1+· · ·+anXn tiene la misma distribución que Y , aśı se muestra
que la variable aleatoria a1X1 + · · ·+ anXn es gausiana.

El rećıproco se obtiene de la misma manera al observar que:

φa1X1+···+anXn(1) = φX(a),

para cada a = (a1, . . . , an) ∈ Rn.

1.10 Observación.

1. La distribución de un vector gausiano X esta determinada por el vector mX y su
matriz de covarianza K.

2. Un vector aleatorio gausiano X = (X1, . . . , Xn) se dice que es gausiano estándar
si:

E(Xi) = 0,∀i = 1, . . . , n, y K = In,

donde In es la matriz identidad de dimensión n×n. Además, la función caracteŕıstica
del vector gausiano estándar X esta dada por:

φX(x) = exp

{
−1

2
x>x

}
,

donde x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn.

3. Evaluando la función caracteŕıstica de un vector gausiano X = (X1, . . . , Xn) en el
punto x = (x1, 0, . . . , 0) y tomando K = In se obtiene:

φX(x) = exp

{
ix1E(X1)− 1

2
x2

1Var(X1)

}
= φX1 (x1) ,
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por lo cual X1 ∼ N (E(X1),Var(X1)).
De igual manera se tiene que Xi ∼ N (E(Xi),Var(Xi)), para cada i = 2, . . . , n, . Por
lo tanto, si un vector X = (X1, . . . , Xn) es gausiano entonces cada variable aleatoria
Xi que compone al vector también es gausiana.

Se ha visto que si un vector X̃ = (X1, . . . , Xn) es gausiano entonces sus margi-
nales Xi son gausianas, y las combinaciones lineales de sus marginales también son
gausianas. Sin embargo el rećıproco es falso, es decir, si dos variables aleatorias son
gausianas entonces el vector aleatorio formado por esas variables no necesariamente
es gausiano. A continuación se presenta un ejemplo.

1.11 Ejemplo. (Variables gausianas y vectores no gausianos).
Sea X ∼ N (0, 1) y sea Y una variable aleatoria con distribución dada por:

Y =

{
X si |X| ≤ a,
−X si |X| > a.

donde a ∈ R.
Para determinar que Y ∼ N (0, 1) nótese que la función caracteŕıstica de Y es:

φY (t) = E
[
eitY
]

= E
[
eitX1|X|≤a

]
+ E

[
e−itX1|X|>a

]
= E

[
eitX1|X|≤a

]
+ E

[
eitX1|−X|>a

]
= E

[
eitX1|X|≤a

]
+ E

[
eitX1|X|>a

]
= E

[
eitX

(
1|X|≤a + 1|X|>a

)]
= E

[
eitX

]
,

es decir, la función caracteŕıstica de Y coincide con la función caracteŕıstica de X.
Aśı se tienen dos variables aleatorias, X y Y , con distribución normal estándar.

Por otro lado, la variable aleatoria X + Y esta dada por:

X + Y =

{
X +X = 2X si |X| ≤ a,
X −X = 0 si |X| > a.

}
= 2X1|X|≤a.

De aqúı, la variable aleatoria X + Y no tiene una distribución gausiana y, por la
proposición (1.9), el vector aleatorio (X, Y ) no es un vector gausiano.

Además, este ejemplo muestra que en la proposición (1.7), la hipótesis de que
(X, Y ) sea un vector gausiano es necesaria y suficiente para suponer que X y Y son
variables aleatorias gausianas.

Otro detalle interesante que se puede rescatar de este ejemplo se obtiene al ob-
servar la covarianza de las variables X y Y como sigue:

Cov (X, Y ) = E [XY ]

= E
[
X21|X|≤a

]
− E

[
X21|X|>a

]
= E

[
X2
]
− E

[
X21|X|>a

]
− E

[
X21|X|>a

]
= 1− 2E

[
X21|X|>a

]
.
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Ahora, considerando a la esperanza E
[
X21|X|>a

]
como función de a, se verificará que

la función u (a) = E
[
X21|X|>a

]
es continua.

Sea (an)n∈N una sucesión en R+ tal que an −→
n→∞

a. Nótense los siguientes puntos:

i) X2 ∈ L1 (Ω,F ,P) .
ii) X2 ≥ X21|X|>an ,∀n ∈ N.
iii) ĺım

n→∞
X21|X|>an = X21|X|>a.

Luego, por el teorema de la convergencia dominada se obtiene que:

ĺım
n→∞

u (an) = ĺım
n→∞

E
(
X21|X|>an

)
= E

(
ĺım
n→∞

X21|X|>an

)
= E

(
X21|X|>a

)
= u (a) ,

es decir, la función u (a) es continua.
Además, usando de nuevo el teorema de la convergencia dominada y tomando la

sucesión (bn)n∈N, tal que bn −→
n→∞

∞, se tiene que:

ĺım
n→∞

u (bn) = ĺım
n→∞

E
(
X21|X|>bn

)
= E

(
ĺım
n→∞

X21|X|>bn

)
= E (0) = 0.

Y observando que u (0) = 1 se concluye que existe ã ∈ R+ tal que u (ã) = 1
2
, es decir,

tomando:

Y =

{
X si |X| ≤ ã,
−X si |X| > ã.

se tiene que Cov (X, Y ) = 0 y aśı las variables aleatoriasX y Y son no correlacionadas
y a su vez, no independientes. De esta manera, las variables aleatorias X y Y son un
ejemplo claro de que aunque Cov (X, Y ) = 0, no necesariamente las variables X y Y
son independientes.

1.1.3. La densidad gausiana de dimensión n

Se ha visto que una variable aleatoria gausiana se puede entender como una
translación y dilatación de una variable aleatoria gausiana estándar, ahora será útil
extender ése mismo resultado para vectores aleatorios gausianos, y para ello se deno-
tará por 〈a, b〉 al producto punto entre los vectores a = (a1, . . . , an) y b = (b1, . . . , bn),
es decir 〈a, b〉 =

∑n
i=1 aibi. Además, se simplificará la notación mX por m.

1.12 Proposición. Sea X ∼ N (m,K) un vector aleatorio gausiano de dimensión
n, con esperanza m ∈ Rn y con matriz de covarianza invertible K, entonces

√
K
−1

(X −m) ∼ N (0, In).

Demostración. Recuérdese que la matriz de covarianza K es positiva definida, con
ello existe la matriz A simétrica, tal que A2 = K, aśı la matriz A es la matriz√
K. Luego, debido a que K es invertible entonces la matriz A también es invertible
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por lo que se justifica la existencia de la matriz
√
K
−1

. Ahora se mostrará que
A−1K (A−1)

>
= In, es decir:

√
K
−1
K
(√

K
−1
)>

= In. (1.2)

De la relación A2 = K se sigue que A−1KA−1 = In, y usando que la inversa de la
matriz A también es simétrica se llega al resultado deseado.

Ahora, usando la unicidad de la función caracteŕıstica, se probará que el vector

aleatorio
√
K
−1

(X −m) es un vector aleatorio gausiano estándar. Para simplificar

se denotará por X0 al vector aleatorio
√
K
−1

(X −m).

φX0(x) = E [exp {i 〈x,X0〉}]

= E
[
exp

{
i
〈
x,
√
K
−1

(X −m)
〉}]

= E

[
exp

{
i

〈(√
K
−1
)>

x,X −m
〉}]

= E

[
exp

{
i

〈(√
K
−1
)>

x,X

〉}
exp

{
−i
〈(√

K
−1
)>

x,m

〉}]
= exp

{
−i
〈(√

K
−1
)>

x,m

〉}
E

[
exp

{
i

〈(√
K
−1
)>

x,X

〉}]
= exp

{
−i
〈(√

K
−1
)>

x,m

〉}
φX

((√
K
−1
)>

x

)
= exp

{
i

〈
m,
(√

K
−1
)>

x

〉
− 1

2

〈(√
K
−1
)>

x,K
(√

K
−1
)>

x

〉}
× exp

{
−i
〈(√

K
−1
)>

x,m

〉}
, por la ecuación (1.1).

= exp

{
−1

2

〈(√
K
−1
)>

x,K
(√

K
−1
)>

x

〉}
= exp

{
−1

2

〈
x,
√
K
−1
K
(√

K
−1
)>

x

〉}
= exp

{
−1

2
〈x, Inx〉

}
por la ecuación (1.2).

= exp

{
−1

2
〈x, x〉

}
.

Por el punto 2 de la observación (1.10) se concluye que X0 ∼ N (0, In).

1.13 Observación.
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1. Un vector aleatorio X ∼ N (m,K), con la matriz de covarianzas K invertible,
puede verse como una translación y dilatación de un vector gausiano estándar como
sigue:

X ∼
√
KX0 +m,

donde X0 ∼ N (0, In).

2. Sea X0 = (X1, . . . , Xn) un vector aleatorio gausiano estándar (X0 ∼ N (0, In)),
de aqúı Cov (X0) = In, entonces, por las proposiciones (1.7) y (1.9), las variables
aleatorias X1, . . . , Xn son independientes y por lo tanto la distribución del vector X0

es el producto de las distribuciones marginales, es decir:

PX0 = PX1 × · · · × PXn .

Aśı, la densidad de X0 se obtiene del producto de las funciones de densidad margi-
nales:

fX0 (x1, . . . , xn) = fX1 (x1) · · · fXn (xn)

=

(
1√
2π
e−

1
2
x21

)
· · ·
(

1√
2π
e−

1
2
x2n

)
=

1(√
2π
)n exp

{
−1

2

(
x2

1 + · · ·+ x2
n

)}
. (1.3)

Para obtener la densidad de un vector gausiano X ∼ N (m,K) en general, con
matriz de covarianza K = Cov (X) invertible, se usarán los siguientes resultados:
i) X ∼

√
KX0 +m, donde X0 ∼ N (0, In).

ii) K =
√
K
(√

K
)>

.

iii) det
√
K =

√
detK. Esto se debe al resultado del inciso ii), ya que el determinante

de una matriz es invariante bajo la transposición, es decir: det (K) = det (K)>.
Ahora se procederá a calcular directamente la distribución del vector aleatorio

X:
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P (X ∈ B) = P
(√

KX0 +m ∈ B
)
, por i).

= P
(
X0 ∈

√
K
−1

(B −m)
)

=

∫
√
K
−1

(B−µ)

fX0 (x) dx

=

∫
B

fX0

(√
K
−1

(y −m)
) ∣∣∣∣∂x∂y

∣∣∣∣ dy, tomando y =
√
Kx+m,

=

∫
B

fX0

(√
K
−1

(y −m)
) 1

det
√
K
dy

=

∫
B

fX0

(√
K
−1

(y −m)
) dy√

detK
, por iii).

=

∫
B

exp
{
−1

2

〈√
K
−1

(y −m) ,
√
K
−1

(y −m)
〉}

((2π)n detK)
1
2

dy, ecuación (1.3).

=

∫
B

exp
{
−1

2
〈(y −m) , K−1 (y −m)〉

}
((2π)n detK)

1
2

dy, por ii).

Por lo tanto, en la siguiente proposición se establece la función de densidad de un
vector aleatorio gausiano de dimensión n.

1.14 Proposición. La densidad de un vector gausiano X ∼ N (m,K) de dimensión
n, con K invertible, está dada por:

fX (x) =
exp

{
−1

2
〈(x−m) , K−1 (x−m)〉

}
((2π)n det (K))

1
2

.

1.2. Procesos Gausianos

En esta sección primeramente se abordarán conceptos básicos de la teoŕıa de
procesos estocásticos para luego aterrizar en el estudio de los principales resultados
sobre procesos gausianos y culminar con algunos ejemplos de ellos.

1.2.1. Nociones básicas de procesos estocásticos

En esta sección los procesos estocásticos están definidos en el espacio de proba-
bilidad (Ω,F ,P), conjunto de tiempo T = R+ y espacio de estados R.

1.15 Definición. Un proceso estocástico, con espacio de probabilidad (Ω,F ,P), con-
junto de tiempo T y espacio de estados R, es una familia de variables aleatorias
{Xt}t∈T , tal que para cada t ∈ T :

Xt : (Ω,F ,P)→ (R,B (R)).
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Cabe destacar que un proceso estocástico depende de dos parámetros, de t ∈ T
y de ω ∈ Ω, donde para t fijo, la función ω 7→ Xt (ω) es una variable aleatoria con
espacio de probabilidad (Ω,F ,P), y para ω fijo, t 7→ Xt (ω) es una función que toma
valores en R y es llamada la ω-trayectoria del proceso.

Para L ⊂ T , se denotará como BL a la σ-álgebra producto de conjuntos de RL,
es decir ⊗

t∈L
Bt (R), donde Bt (R) = B (R) para cada t ∈ L.

La σ-álgebra producto ⊗
t∈L

Bt (R) es la mı́nima σ-álgebra de conjuntos de RL que

contiene a los conjuntos de la forma
∏
t∈L
At, con At ∈ Bt (R), y donde el conjunto

{t ∈ L : At 6= R} es finito.
Luego, para F ⊂ L ⊂ T , sea πLF :

(
RL,BL

)
→
(
RF ,BF

)
la proyección definida

por:
πLF
(
(ft)t∈L

)
= (ft)t∈F ,

donde ft ∈ R,∀t ∈ T. En particular, la proyección πLt : RL → R, con t ∈ L, se
entiende como la proyección πL{t}, y si L = T entonces πTt se denotará simplemente
por πt.

1.16 Observación.

1. La σ-álgebra producto BL coincide con la mı́nima σ-álgebra de conjuntos de RL

con respecto a la cual las proyecciones
{
πLt
}
t∈L son medibles.

2. Se cumple la igualdad:

πMK = πLK ◦ πML , ∀K ⊂ L ⊂M ⊂ T.

3. Las proyecciones πLF son medibles, ya que πFt ◦ πLF = πLt y cada πLt es medible.

1.17 Definición. Dado un proceso estocástico X = {Xt}t∈T y dado F ⊂ T , se define
la función ϕFX : (Ω,F ,P)→

(
RF ,BF

)
como:

ϕFX (ω) = {Xt (ω)}t∈F .

Nótese que la función ϕFX es medible ya que para cada t ∈ F se tiene que

πFt ◦ ϕFX = Xt,

de donde Xt es medible para cada t ∈ F .

La función P ◦ ϕ−1
X : BT → [0, 1] , definida por:(
P ◦ ϕ−1

X

)
(A) = P

(
ϕ−1
X (A)

)
, ∀A ∈ BT ,

se le llama la ley o la distribución del proceso X.
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1.18 Definición. Para cada F ⊂ T , con F finito, se define PF = P ◦
[
ϕFX
]−1

. A la
familia de probabilidades:

{PF}F⊂T,Ffinito
se le llama la familia de distribuciones finito dimensionales del proceso X.

De acuerdo con la definición anterior, para F ⊂ L:

PL ◦
[
πLF
]−1

= P ◦
[
ϕLX
]−1 ◦

[
πLF
]−1

= P ◦
(
πLF ◦ ϕLX

)−1

= P ◦
(
ϕFX
)−1

= PF
es decir, se cumple la propiedad llamada “condición de consistencia”:

PL ◦
[
πLF
]−1

= PF . (1.4)

En lo siguiente se analizarán algunas maneras de establecer igualdad entre dos pro-
cesos estocásticos.

1.19 Definición.

i) Dos procesos, Y y X, se dice que son equivalentes si tienen la misma distribución.

ii) Decimos que Y es una versión del proceso X si P (Xt = Yt) = 1, para toda t ∈ T .

iii) Y y X se dice que son indistinguibles si P (Xt = Yt,∀t ∈ T ) = 1.

De esta definición surge inmediatamente el siguiente resultado.

1.20 Proposición. Indistinguible ⇒ versión del proceso ⇒ equivalentes.

Demostración. Como Y y X son indistinguibles se tiene que:

P (Xt = Yt,∀t ∈ T ) = 1,

en particular para cada l ∈ T se tiene que Xl = Yl son iguales con probabilidad 1,
es decir Y es versión del proceso X. Ahora, si Y es versión del proceso X, entonces
Xt = Yt c.s. para cada t ∈ T , y con ello, para cada t1, . . . , tm ∈ T, con t1 < · · · < tm
y m ∈ N, se satisface que:

(Xt1 , . . . , Xtm)
c.s.
= (Yt1 , . . . , Ytm) ,

lo que implica que son iguales en distribución, es decir, la familia de distribuciones
finito dimensionales del proceso X coincide con la familia de distribuciones finito
dimensionales del proceso Y . Por el teorema (1.23), el cual se presenta más adelante,
se concluye que los procesos X y Y tienen la misma distribución. Por lo tanto, los
procesos X y Y son equivalentes.

A continuación se presentan un par de ejemplos que sirven para comprobar que
el rećıproco de las implicaciones de la proposición (1.20) son falsas.
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1.21 Ejemplo. Sea ([0, 1] ,B [0, 1] , λ) un espacio de probabilidad, T = [0, 1] y el
conjunto D que representa la diagonal del cuadrado [0, 1]× [0, 1]. Luego, se definen
los procesos:

Xt (ω) = 0, ∀ (t, ω) .

Yt (ω) = 1D (t, ω) , ∀ (t, ω) .

Nótese que para t fija:
Xt (ω) = 0,∀ω ∈ [0, 1] .

Yt (ω) =

{
0 si ω 6= t.
1 si ω = t.

De aqúı, Xt (ω) = Yt (ω) ,∀ω 6= t, con lo cual se tiene que λ (Xt = Yt) = 1 para cada
t fijo. Por lo tanto el proceso X es versión del proceso Y .

Por otro lado, el conjunto {ω ∈ [0, 1] : Xt (ω) = Yt (ω) , ∀t ∈ T} = ∅, por lo cual
X y Y no son indistinguibles.

1.22 Ejemplo. Sea (Ω,F ,P) un espacio de probabilidad, T el conjunto de tiempo
y Z una variable aleatoria simétrica con distribución continua. Def́ınanse:

Xt (ω) = Z (ω) , ∀ (t, ω) ∈ T × Ω.

Yt (ω) = −Z (ω) , ∀ (t, ω) ∈ T × Ω.

Es claro que los procesos X y Y son equivalentes ya que Z es una variable aleatoria
simétrica, sin embargo, nótese que para cada t ∈ T se cumple que:

P (Xt = Yt) = P (Z = −Z) = P (Z = 0) = 0,

de donde la probabilidad es cero ya que Z tiene distribución continua, por lo cual X
no es versión del proceso Y .

La construcción de Kolmogorov.

Anteriormente se ha visto que a cada proceso estocástico X, con espacio de pro-
babilidad (Ω,F ,P), conjunto de tiempo T y espacio de estados (R,B (R)), se le
puede extraer la familia de distribuciones finito dimensionales del proceso mediante:

{PF}F⊂T,Ffinito =
{
P ◦
[
ϕFX
]−1
}
F⊂T,Ffinito

.

Ahora se plantea el problema inverso, es decir, dada una familia de distribuciones
finito dimensionales {PF}F⊂T,Ffinito , donde cada PF es una medidad de probabili-

dad en BF que cumple con la condición de consistencia (1.4), se desea obtener un
proceso estocástico X tal que sus distribuciones finito dimensionales coincidan con
la familia de distribuciones finito dimensionales dadas a priori. El siguiente teorema
es la solución a este problema inverso.
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1.23 Teorema. (La construcción de Kolmogorov).
Supóngase que para cada F ⊂ T , con F finito, existe una medida de probabilidad
PF sobre BF tal que cumple la condición de consistencia (1.4), entonces existe una
medida de probabilidad P sobre BT tal que

PF = P ◦
[
π−1
F

]
, ∀F ⊂ T, Ffinito.

En particular, el proceso canónico
(
RT ,BT ,P, {πt}t∈T

)
satisface

P ◦
[
ϕFπ
]−1

= P ◦ π−1
F = PF , F ⊂ T, F finito,

es decir, la familia de distribuciones finito dimensionales {PF}F⊂T,Ffinito dadas a pri-
ori, coincide con la familia de distribuciones finito dimensionales del proceso canónico
{πt}t∈T .

En el caso del proceso X = {Xt}t∈T definido en el espacio de probabilidad
(Ω,F ,P), el proceso canónico {πt}t∈T asociado al proceso X esta dado por πs (X) =
Xs, ∀s ∈ T .

La demostración del teorema puede consultarse en [Tudor, 2002, pag. 28].

Una consecuencia inmediata del teorema de la construcción de Kolmogorov es
que las distribuciones finito dimensionales de un proceso estocástico, con espacio de
estados en (R,B (R)), determinan la distribución del proceso. Además, este teorema
es de gran utilidad para construir procesos estocásticos, espećıficamente los procesos
gausianos, por lo cual se usará posteriormente para justificar la existencia de los
procesos gausianos.

Regularidad de las trayectorias.

Dado un proceso estocástico Z, a menudo es necesaria una versión del proceso
Z cuyas trayectorias tengan buenas propiedades de regularidad, como se vió en el
ejemplo (1.21), donde se tiene un proceso discontinuo, dado por Y , y del cual se tiene
una versión del proceso, denotado por X, el cual es continuo. En el siguiente teorema
se presentarán las condiciones bajo las cuales se puede obtener una versión continua
de un proceso estocástico.

1.24 Definición. Una función X : T −→ R se dice que es γ-Hölder, con 0 < γ < 1,
si existe una constante Cγ tal que

|Xt −Xs| ≤ Cγ |t− s|γ , ∀s, t ∈ T.

1.25 Teorema. (Criterio de continuidad de Kolmogorov).
Sea {Xt}t∈T un proceso estocástico que toma valores en R. Supóngase que existen
constantes a, b, c > 0, tales que ∀s, t ∈ T se cumple:

E (|Xt −Xs|a) ≤ c |t− s|1+b ,
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entonces, para cada 0 < γ < b
a
, exite una versión continua

{
X̃t

}
t∈T

del proceso

{Xt}t∈T , y una variable aleatoria positiva Yγ que satisface:

i) E
(
Y a
γ

)
<∞.

ii)
∣∣∣X̃t − X̃s

∣∣∣ ≤ Yγ |t− s|γ , ∀s, t ∈ T.

Para la demostración del teorema puede consultar [Tudor, 2002, pag. 33].

Algunas propiedades generales de las distribuciones de procesos.

1.26 Definición.

i) Un proceso X se dice que tiene incrementos independientes si para toda t1, . . . , tn ∈
T , con 0 < t1 < t2 < · · · < tn−1 < tn, las variables aleatorias Xt2 − Xt1 , . . . , Xtn −
Xtn−1, son independientes.

ii) Un proceso X se dice que es estacionario si para toda h > 0 se tiene que {Xt+h}t∈T
D
= {Xt}t∈T , es decir para toda t1, . . . , tn ∈ T se tiene que:

(Xt1+h, . . . , Xtn+h)
D
= (Xt1 , . . . , Xtn) .

iii) Un proceso X se dice que tiene incrementos estacionarios si las distribuciones de
los incrementos, Xt+h −Xh, con t ∈ T , no dependen de h > 0.

1.27 Ejemplo. Sea T = N ∪ {0}, el conjunto de tiempo, y sea {Xt}t∈T una suce-
sión de variables aleatorias independientes. Considérese el proceso de sumas parciales
Sn =

∑n
t=0 Xt, nótese que el proceso de sumas parciales {Sn}n∈T tiene, evidentemen-

te, incrementos independientes y, además si se supone que la sucesión {Xt}t∈T con-
siste de variables aleatorias con la misma distribución, entonces el proceso {Sn}n∈T
tiene incrementos independientes y estacionarios.

1.2.2. Propiedades de los procesos gausianos

La definición de proceso gausiano surge como resultado del teorema de la cons-
trucción de Kolmogorov (1.23).

1.28 Definición. Un proceso estocástico {Xt}t∈T es llamado proceso gausiano si y
sólo śı todas las distribuciones finito dimensionales son distribuciones normales, es
decir, si y sólo śı el vector aleatorio (Xt1 , . . . , Xtn) es gausiano para toda t1, . . . , tn ∈
T , con n ∈ N.

La siguiente proposición se sigue inmediatamente de la definición (1.28) y de la
proposición (1.9).
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1.29 Proposición. El proceso {Xt}t∈T se dice que es gausiano si y sólo śı todas
las combinaciones lineales del proceso tienen distribución normal, es decir, si y sólo
śı la variable aleatoria: a1Xt1 + · · · + anXtn es gausiana para toda t1 . . . , tn ∈ T, y
a1, . . . , an ∈ R, con n ∈ N.

En la demostración de la proposición (1.9) se prueba que la distribución de un
vector gausiano esta determinada por su vector de esperanza y su matriz de co-
varianzas. Por el teorema de la construcción de Kolmogorov (1.23), se sabe que las
distribuciones finito dimensionales de un proceso en general definen la distribución
del proceso, por lo que, para el caso de los procesos gausianos, se traduce a que
la función esperanza del proceso gausiano {Xt}t∈T , dada por mX(t) = E (Xt) y su
operador de covarianza, dado por KX(s, t) = Cov (Xs,Xt), con s, t ∈ T , determinan
la distribución del mismo. Más aún, en el siguiente teorema se prueba que dada la
función esperanza m y un operador de covarianza K, existe un proceso gausiano con
la función esperanza m y con el operador de covarianza K, dados a priori.

1.30 Teorema. Sea {Xt}t∈T un proceso gausiano, entonces su matriz de covarianza
K es:

i) Simétrica.

ii) Positiva definida, es decir, para cada t1, . . . , tn ∈ T y a1, . . . , an ∈ R, con n ∈ N,
se cumple que:

∑n
i,j=1 aiajK (ti, tj) ≥ 0.

Rećıprocamente, para cada función m : T → R y para cada función K : T 2 →
R, simétrica y positiva definida, existe un proceso gausiano X tal que mX ≡ m y
KX ≡ K.

Demostración. La simetŕıa de la matriz de covarianza K es evidente ya que:

KX (t, s) = E (XtXs)− E (Xt) E (Xs) = E (XsXt)− E (Xs) E (Xt) = KX (s, t) .

Luego, para verificar que la matriz de covarianza K es positiva definida, se observa
que para cada t1, . . . , tn ∈ T y a1, . . . , an ∈ R, con n ∈ N, se cumple que:

n∑
i,j=1

aiajK (ti, tj) = E

( n∑
i=1

ai (Xti − E (Xti))

)2
 ≥ 0.

Ahora, para demostrar el rećıproco, se supondrá, sin pérdida de generalidad, que
m ≡ 0 y para cada F ⊂ T , con F finito, se denotará por KF a la matriz de covarianza
K restringida a F 2, y se define la medida de probabilidad PF como:

PF = N
(
0, KF

)
,

es decir, es la distribución normal (de dimensión igual a la cardinalidad del conjunto
F ), con esperanza m ≡ 0 y covarianza dada por KF .
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Lo siguiente es verificar que la familia de distribuciones finito dimensionales,
{PF}F⊂T,Ffinito, cumple la condición de consistencia (1.4), para luego, con el teorema
de la construcción de Kolmogorov, asegurar la existencia de un proceso estocástico
con tal familia de distribuciones finito dimensionales que se ha definido.

Sean F1 y F2 subconjuntos finitos de T tales que F1 ⊂ F2. Luego, se define la
proyección:

π̃F2
F1

(t) =
(
t̃j
)
j∈F2

, con t ∈ RF1 ,

donde

t̃j =

{
tj si j ∈ F1.
0 si j ∈ F2\F1.

Un ejemplo que ilustra la proyección es el siguiente. Supóngase que F1 = {1, 4, 6} y
F2 = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6}, luego para t ∈ RF1 se tiene que t = (t1, t4, t6), para algunas
t1, t4, t6 ∈ R. Aśı, la proyección queda de la siguiente manera:

π̃F2
F1

= (0, t1, 0, 0, t4, 0, t6) .

La función caracteŕıstica de la distribución PF1 esta dada por:

φPF1 (t) = exp

{
−1

2

〈
KF1t, t

〉}
, ∀t ∈ RF1 ,

donde
〈
KF1t, t

〉
= t>KF1t. Además, nótese que:〈

KF2 π̃F2
F1

(t) , π̃F2
F1

(t)
〉

=
〈
KF1t, t

〉
,

de aqúı, para cada t ∈ RF1 :

φ
PF2◦[π̃

F2
F1

]
−1 (t) = φPF2

(
π̃F2
F1

(t)
)

= exp

{
−1

2

〈
KF2 π̃F2

F1
(t) , π̃F2

F1
(t)
〉}

= exp

{
−1

2

〈
KF1t, t

〉}
= ϕPF1 (t) ,

y por la unicidad de la función caracteŕıstica se concluye que:

PF1 = PF2 ◦
(
π̃F2
F1

)−1
, ∀F1 ⊂ F2 ⊂ T, Fi finitos,

es decir, se cumple la condición de consistencia (1.4) con lo cual el teorema de la cons-
trucción de Kolmogorov (1.23) asegura la existencia de una medida de probabilidad
P, cuya familia de distribuciones finito dimensionales coincide con:

{PF}F⊂T,Ffinito =
{
N
(
0, KF

)}
F⊂T,Ffinito .
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El criterio de continuidad de Kolmogorov (1.25) brinda las condiciones con las
cuales se puede obtener una versión continua y con buenas propiedades de regularidad
de un proceso en general. Ahora se verá ése mismo resultado para el caso de los
procesos gausianos, es decir se presentarán las condiciones con las que se puede
obtener una versión continua de un proceso gausiano y cuya versión continua tenga
mejores propiedades de regularidad de sus trayectorias que las del mismo proceso
gausiano.

1.31 Teorema. Sea {Xt}t∈T un proceso gausiano centrado con función de covarianza
K. Supóngase que existen constantes α, c > 0 tales que:

K (t, t) +K (s, s)− 2K (s, t) ≤ c |t− s|α , ∀s, t ∈ T, (1.5)

entonces existe una versión continua X̃ del proceso X, tal que para toda 0 < γ < α
2

,

las trayectorias de X̃ son γ-Hölderianas c.s..

Demostración. Por hipótesis se tiene que existen constantes α, c > 0 con las cuales:

E
(
|Xt −Xs|2

)
= E

(
X2
t

)
+ E

(
X2
s

)
− 2E (XsXt)

= K (t, t) +K (s, s)− 2K (s, t)

≤ c |t− s|α .

Sin embargo, no se puede aplicar aún el criterio de Kolmogorov (1.25) ya que
no se garantiza que α > 1, por lo cual se usará el hecho de que si Y ∼ N (0, σ2)
entonces E (Y 2m) = 2m!

2mm!
σ2m, para cada m ∈ N.

E
(
|Xt −Xs|2m

)
=

2m!

2mm!
(Var (|Xt −Xs|))m

=
2m!

2mm!

(
E
(
|Xt −Xs|2

))m
≤ Em

(
|Xt −Xs|2

)
≤ cm |t− s|mα . (1.6)

De aqúı, escogiendo m∗ ∈ N tal que m∗α > 1, se denotará como b = m∗α − 1 y
a = 2m∗ con lo cual la desigualdad anterior (1.6) queda reescrita de la siguiente
manera:

E (|Xt −Xs|a) ≤ cm
∗ |t− s|b+1 , (1.7)

por lo tanto, para tal m∗, se satisfacen las condiciones del criterio de continuidad de
Kolmogorov (1.25) y aśı existe una versión continua con trayectorias γ-Hölderianas
c.s., para toda 0 < γ < b

a
.
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Más aún, la desigualdad (1.7) se cumple para cualquier otra constante mayor que
m∗, y notando que:

b

a
=
mα− 1

2m
→ α

2
, cuando m→∞,

se concluye que existe una versión continua cuyas trayectorias son γ-Hölderianas c.s.,
para toda 0 < γ < α

2
.

1.32 Proposición. Un proceso gausiano {Xt}t∈T es estacionario si y sólo śı su
función esperanza mX es constante y su operador de covarianza K cumple la igualdad
K (s, t) = K (s+ h, t+ h), para cada t, s ∈ T y toda h > 0.

Demostración. Supóngase que {Xt}t∈T es estacionario, luego, por la definición

(1.26), se cumple que {Xt+h}t∈T
D
= {Xt}t∈T para toda h > 0. De aqúı se tiene

que:
E (Xt+h) = E (Xt) , ∀t ∈ T y ∀h > 0,

por consiguiente se concluye que la función esperanza mX es constante.
Además, las distribuciones finito dimensionales del proceso {Xt}t∈T coinciden con

las distribuciones finito dimencionales del proceso {Xt+h}t∈T , por lo que, para cada
s, t ∈ T y toda h > 0 se cumple que:

(Xs, Xt)
D
= (Xs+h, Xt+h) ,

y aśı K (t, s) = K (t+ h, s+ h).
Más aún, nótese que de la igualdad K (t, s) = K (t+ h, s+ h) se obtiene que

E (Xt+hXs+h) = E (XtXs), ya que la función esperanza mX es constante, por lo cual,
usando este hecho se sigue que:

K (s+ t, s) = Cov (Xt+s, Xs)

= E (Xt+sXs)−m2
X(t)

= E (XtX0)−m2
X(t),

por lo que la covarianza sólo depende del incremento dado por t. De hecho, poniendo
K(t, 0) = K (t) y tomando s < t, se obtiene lo siguiente:

K (t− s) = E (Xt−sX0)−m2
X(t)

= E (XtXs)−m2
X(t)

= K (t, s) ,

es decir, el operador covarianza sólo depende de la diferencia entre s y t.
El rećıproco de la demostración resulta inmediato por el hecho de que la función

esperanza y el operador covarianza definen la distribución de un proceso gausiano.
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1.2.3. Ejemplos de Procesos Gausianos

En esta sección se presentan algunos ejemplos de procesos gausianos además de
algunas de sus propiedades.

1.33 Ejemplo. Movimiento Browniano.
El movimiento Browniano, denotado comúnmente por W = {Wt}t∈T , es un proceso
gausiano cuyo operador de covarianza está definido por:

KW (s, t) = mı́n {s, t} . (1.8)

Este proceso es también conocido como proceso de Wiener y para facilitar cálculos
se tratará con el movimiento Browniano centrado, es decir con función esperanza
mW ≡ 0, y el cual es llamado movimiento Browniano estándar. La siguiente proposi-
ción establece las principales propiedades del movimiento Browniano estándar.

1.34 Proposición.

i) Wt ∼ N (0, t).

ii) W0 = 0 c.s..

iii) Para s ≤ t, se cumple que Wt −Ws
D
= Wt−s ∼ N (0, t− s).

iv) W tiene incrementos estacionarios e independientes.

v) W tiene trayectorias γ-Hölderianas continuas, para toda 0 < γ < 1
2

.

vi) W no es un proceso estacionario.

Demostración.

i) Se debe a que W es un proceso gausiano centrado y donde Var (Wt) = KW (t, t) = t.

ii) Por el inciso i), la distribución de la variable aleatoria W0 está dada por N (0, 0)
(lo cual corresponde a la distribución delta de Dirac concentrada en cero), aśı se tiene
que P (W0 = 0) = 1.

iii) Por la proposición (1.29), las combinaciones lineales del proceso W tienen dis-
tribución normal, aśı, en particular, la combinación lineal Wt−Ws tiene distribución
normal con:

E (Wt −Ws) = 0, y Var (Wt −Ws) = t− s,

por lo tanto Wt −Ws ∼ N (0, t− s), es decir Wt −Ws
D
= Wt−s.

iv) Del inciso anterior iii) se deduce que Wt+h − Wh
D
= Wt, ∀h > 0 y t ∈ T , es

decir, el movimiento Browniano tiene incrementos estacionarios. Por otro lado, para
cualesquiera s1, s2, t1, t2 ∈ T , con 0 ≤ s1 < s2 < t1 < t2, el vector

(Wt2 −Ws1 ,Ws2 −Ws1) ,
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es gausiano, ya que todas las combinaciones lineales de sus coordenadas tiene dis-
tribución normal, lo cual se debe a que éstas mismas corresponden a combinaciones
lineales del movimiento Browniano {Wt}t∈T y por la proposición (1.9) se concluye
que el vector es gausiano.

Ahora, para asegurar que las variables aleatorias Wt2−Wt1 y Ws2−Ws1 son inde-
pendientes, por la proposición (1.7), resta ver que la covarianza entre estas variables
es cero. En efecto:

Cov (Wt2 −Wt1 ,Ws2 −Ws1) = Cov (Wt2 ,Ws2)− Cov (Wt2 ,Ws1)− Cov (Wt1 ,Ws2)

+ Cov (Wt1 ,Ws1)

= t1 − s1 − t1 + s1

= 0.

Por lo tanto las variables aleatorias Wt2 −Wt1 y Ws2 −Ws1 son independientes y por
la definición (1.26) el movimiento Browniano W tiene incrementos independientes.

v) Sean s, t ∈ T , luego nótese que:

KW (t, t) +KW (s, s)− 2KW (t, s) ≤ |t− s| ,

por lo que el teorema (1.31) se cumple tomando c = 1 y α = 1, garantizando con ello
la existencia de una versión continua del proceso W cuyas trayectorias son γ-Hölder
continuas, para toda 0 < γ < 1

2
.

vi) Sean s, t ∈ T y h > 0. La prueba es directa usando la proposición (1.32) ya que
se tiene que:

KW (s+ h, t+ h) 6= KW (s, t) , ∀h > 0.

1.35 Ejemplo. Puente Browniano.
En este caso se considera el conjunto de tiempo T = [0, 1]. El Puente Browniano,
denotado simplemente por P , es un proceso gausiano centrado con función de cova-
rianza dada por:

KP (t, s) = mı́n {t, s} − ts.

1.36 Observación. El Puento Browniano no es un proceso estacionario. Esta afir-
mación se muestra con el simple hecho de observar que, para s, t ∈ T y h > 0,
KP (s+ h, t+ h) 6= KP (s, t), luego de la proposición (1.32) se sigue la afirmación de
esta observación.

Además, cabe notar que el Puente Browniano tiene una función de covarianza
muy parecida a la del movimiento Browniano, por lo cual se pueden considerar pro-
cesos muy parecidos para valores muy pequeños de s y t. De hecho, en la siguiente
proposición se establece la relación lineal que existe entre ambos procesos.
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1.37 Proposición. El Puente Browniano P se puede definir directamente a partir
de un movimiento Browniano estándar W haciendo:

Pt = Wt − tW1.

Demostración. Primeramente se probará que el proceso {Wt − tWt}t∈T es un pro-
ceso gausiano, y para ello se mostrará que las combinaciones lineales del proceso
tienen distribución normal. Sean t1, . . . , tn ∈ T , luego obsérvese que:

n∑
i=1

Wti − tiW1 =
n∑
i=1

Wti −W1

n∑
j=1

tj =
n∑
i=2

Wti −W1

(
n∑
j=1

tj − 1

)
,

es decir, se observa que las combinaciones lineales del proceso {Wt − tWt}t∈T corres-
ponden a combinaciones lineales del movimiento Browniano, por lo cual las combina-
ciones lineales del proceso {Wt − tWt}t∈T tienen distribución normal, concluyéndose
de esta manera que el proceso {Wt − tWt}t∈T es gausiano.

Luego, el proceso {Wt − tW1}t∈T es centrado ya que se está considerando a W
como un movimiento Browniano estándar.

Por último, para s, t ∈ T , nótese que se cumple:

Cov (Wt − tW1,Ws − sW1) = Cov (Wt,Ws)− tCov (W1,Ws)− tCov (Ws,W1)

+ tsCov (W1,W1)

= mı́n {t, s} − ts− ts+ ts

= mı́n {t, s} − ts.

Por lo tanto el proceso {Wt − tW1}t∈T es un Puente Browniano.

La proposición anterior muestra que el Puente Browniano P es en realidad un
movimiento Browniano W condicionado a tomar el valor cero al tiempo t = 1 y por
tal condición se pierde la propiedad de incrementos independientes y estacionarios
que tiene el movimiento Browniano.

Rećıprocamente, se puede construir un movimiento Browniano W , con conjunto
de tiempo T = [0, 1], a partir de un Puente Browniano P y con la ayuda de una
variable aleatoria normal estándar X, como sigue:

Wt = Pt + tX, t ∈ T.

1.38 Proposición.

i) Definiendo P̃t = P1−t, el proceso
{
P̃t

}
t∈T

es también un Puente Browniano.

ii) {Pt}t∈T tiene trayectorias γ-Hölder continuas c.s., para toda 0 < γ < 1
2
.

Demostración.
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i) Para cualesquiera t1, . . . , tn ∈ T , se tiene que:(
P̃t1 , . . . , P̃tn

)
= (P1−t1 , . . . , P1−tn) ,

aśı, las distribuciones finito dimensionales del proceso
{
P̃
}
t∈T

tienen distribución

normal y por ello el proceso P̃ es gausiano centrado. Luego, para s, t ∈ T , con s < t,
nótese que:

Cov
(
P̃t, P̃s

)
= Cov (P1−t, P1−s)

= mı́n {1− t, 1− s} − (1− t) (1− s)
= (1− t)− (1− t) + s (1− t)
= mı́n {t− s} − ts,

por lo cual, la función de covarianza del proceso P̃ coincide con la función de cova-
rianza del Puente Browniano P , demostrando lo deseado.

ii) Para s, t ∈ T y suponiendo sin pérdida de generalidad que s < t, se verifica que:

KP (t, t) +KP (s, s)− 2KP (s, t) = E
[
(Pt − Ps)2]

= E
[
(Wt − tW1 −Ws + sW1)2]

= E
[
(Wt −Ws)

2]− 2 (t− s) E [(Wt −Ws)W1]

+ (t− s)2 E
[
W 2

1

]
= (t− s)− 2 (t− s)2 + (t− s)2

= (t− s)− (t− s)2

= (1− (t− s)) (t− s)
≤ (t− s) .

Por lo que el teorema (1.31) se cumple para c = 1 y α = 1 y aśı se determina la
existencia de una versión continua del proceso P cuyas trayectorias son γ-Hölder
continuas c.s., para toda 0 < γ < 1

2
.

1.39 Ejemplo. Proceso de Ornstein-Uhlenbeck.
Sea T = R+ el conjunto de tiempo. El proceso de Ornstein-Uhlembeck U , de
parámetro β > 0 y C > 0, es un proceso gausiano centrado cuyo operador de
covarianza esta dado por:

KU (t, s) = Ce−β|t−s|.

1.40 Proposición.

i) Para cada t ∈ T fija, Ut ∼ N (0, C).
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ii) U es un proceso estacionario.

iii) Para cada λ > 0, el proceso definido como:

e−λtW(e2λt), t ∈ T,

donde W es un movimiento Browniano estándar, es un proceso de Ornstein-Uhlen-
beck.

iv) El proceso
{
e−λtW(e2λt)

}
t∈T tiene incrementos estacionarios pero no independien-

tes.

Demostración.

i) Se debe a que el proceso U es gausiano centrado y a que Var (Ut) = KU (t, t) = C.

ii) U es un proceso gausiano centrado cuyo operador de covarianza sólo depende de
la diferencia entre los tiempos, es decir, se cumple que KU (s, t) = KU (s+ h, t+ h),
∀h > 0 y s, t ∈ T . Aśı, por la proposición (1.32) se sigue que U es un proceso
estacionario.

iii) Nótese que todas las combinaciones lineales del proceso
{
e−λtW(e2λt)

}
t∈T corres-

ponden a combinaciones lineales del movimiento Browniano W , aśı las combinaciones
lineales tienen distribución normal y por la proposición (1.29) se sigue que el proceso{
e−λtW(e2λt)

}
t∈T es gausiano. Ahora, el proceso es gausiano centrado ya que W es

un proceso gausiano centrado.
Sea λ > 0 fija y s, t ∈ T , con s < t, de aqúı:

Cov
(
e−λtWe2λt , e

−λsWe2λs
)

= e−λ(t+s)Cov (We2λt ,We2λs)

= e−λ(t+s)e2λs

= e−λ(t−s),

por lo cual, el proceso
{
e−λtW(e2λt)

}
t∈T es un proceso de Ornstein-Uhlenbeck de

parámetro β = λ y tamaño C = 1.

iv) Para h > 0, se verificará que la distribución de la variable aleatoria

e−λ(t+h)We2λ(t+h) − e−λhWe2λh

no depende de h.
Por el inciso anterior iii), se sabe que la variable aleatoria

e−λ(t+h)We2λ(t+h) − e−λhWe2λh

tiene distribución normal con media cero. Ahora se calculará su varianza.

Var
(
e−λ(t+h)We2λ(t+h) − e−λhWe2λh

)
= Var

(
e−λ(t+h)We2λ(t+h)

)
+ Var

(
e−λhWe2λh

)
− 2Cov

(
e−λ(t+h)We2λ(t+h) , e

−λhWe2λh
)

= 2− 2e−λt,
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por lo cual, la distribución de la variable aleatoria e−λ(t+h)We2λ(t+h) − e−λhWe2λh no
depende de h, determinando aśı que el proceso

{
e−λtW(e2λt)

}
t∈T tiene incrementos

estacionarios.
Ahora se mostrará que el proceso

{
e−λtW(e2λt)

}
t∈T no tiene incrementos inde-

pendientes. Para ello, sean s1, s2, t1, t2 ∈ T tales que s1 < s2 < t1 < t2, luego el
vector: (

e−λs2We2λs2 − e−λs1We2λs1 , e
−λt2We2λt2 − e−λt1We2λt1

)
se sabe que es gausiano por la proposición (1.9), y además se tiene que:

Cov
(
e−λs2We2λs2 − e−λs1We2λs1 , e

−λt2We2λt2 − e−λt1We2λt1

)
= Cov

(
e−λs2We2λs2 , e

−λt2We2λt2

)
− Cov

(
e−λs2We2λs2 , e

−λt1We2λt1

)
− Cov

(
e−λs1We2λs1 , e

−λt2We2λt2

)
+ Cov

(
e−λs1We2λs1 , e

−λt1We2λt1

)
= e−λ(t2−s2) − e−λ(t1−s2) − e−λ(t2−s1) + e−λ(t1−s1)

6= 0,

aśı, las variables aleatorias e−λs2We2λs2 − e−λs1We2λs1 y e−λt2We2λt2 − e−λt1We2λt1 no
son independientes por la proposición (1.7).

1.41 Ejemplo. Movimiento Browniano Fraccionario estándar.
El movimiento Browniano fraccionario estándar, denotado por BH , es un proceso
gausiano centrado cuyo operador de covarianza esta dado por:

KH (t, s) =
1

2

(
|s|2H + |t|2H − |s− t|2H

)
, t, s ∈ T = R+. (1.9)

donde H ∈ (0, 1) y H es llamado el coeficiente de Hurst.

1.42 Observación.

i) Para H = 1
2
, el movimiento Browniano fraccionario BH es el movimiento Browniano

estándar W . Esto se verifica directamente a partir de la función de covarianza KH

del movimiento Browniano fraccionario estándar. Sean s, t ∈ T , luego sustituyendo
H = 1

2
en la ecuación (1.9), queda:

K 1
2

(t, s) =
1

2
(s+ t− |t− s|) = mı́n {s, t} ,

por lo cual coincide con la función de covarianza del movimiento Browniano (1.8).

ii) Sean s, t ∈ T , y h > 0, luego:

KH (s+ h, t+ h) =
1

2

{
(t+ h)2H + (s+ h)2H − |t− s|2H

}
6= 1

2

{
t2H + s2H − |t− s|2H

}
= KH (s, t) ,
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de aqúı, por la proposición (1.32), resulta que el movimiento Browniano fraccionario
no es un proceso estacionario.

1.43 Proposición.

i) El proceso BH tiene incrementos estacionarios.

ii) Los incrementos del proceso BH son independientes sólo cuando H = 1
2
, es decir

sólo en el caso que sea el movimiento Browniano.

Demostración.

i) Se verificará que la distribución de la variable aleatoria BH
t+h − BH

h no depende de
h > 0. De antemando se sabe que tiene distribución normal con media cero, por lo
cual se calculará simplemente su varianza.

Var
(
BH
t+h −BH

h

)
= |t+ h|2H + h2H − 2KH (t+ h, h)

= |t+ h|2H + h2H −
{
|t+ h|2H + h2H − t2H

}
= t2H .

Como la varianza no depende de h entonces se concluye que el movimiento Browniano
fraccionario tiene incrementos estacionarios.

ii) Sean s1, s2, t1, t2 ∈ T , tales que s1 < s2 < t1 < t2. Se probará que las variables
aleatorias BH

s2
−BH

s1
y BH

t2
−BH

t1
son independientes. Para ello, nótese primeramente

que el vector formado por las variables:(
BH
s2
−BH

s1
, BH

t2
−BH

t1

)
es un vector gausiano por la proposición (1.9). Ahora se hará uso de la proposición
(1.7) para determinar si las variables son independientes y por lo tal, resta calcular
la covarianza entre las variables.

Cov
(
BH
s2 −B

H
s1 , B

H
t2 −B

H
t1

)
= Cov

(
BH
s2 , B

H
t2

)
− Cov

(
BH
s2 , B

H
t1

)
− Cov

(
BH
s1 , B

H
t2

)
+ Cov

(
BH
s1 , B

H
t1

)
=

1

2

[
(t2 − s1)2H + (t1 − s2)2H − (t2 − s2)2H − (t1 − s1)2H

]
,

lo cual es cero si y sólo śı H = 1
2
, es decir son independientes si y sólo śı H = 1

2
.

1.44 Ejemplo. Movimiento Browniano Subfraccionario.
El Movimiento Browniano Subfraccionario SBH es un proceso gausiano centrado con
función de covarianza:

KSB
H (s, t) = s2H + t2H − 1

2

[
(s+ t)2H + |s− t|2H

]
, s, t ∈ T = R+, (1.10)

donde H ∈ (0, 1).
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1.45 Observación.

i) Para H = 1
2
, el movimiento Browniano subfraccionario SB

1
2 es el movimiento

Browniano estándar. Esto se verifica sustituyendo H = 1
2

en la ecuación de la función
de covarianza (1.10).

KSB
1
2

(s, t) = s+ t− 1

2
[(s+ t) + |s− t|]

=
1

2
[t+ s− |t− s|]

= mı́n {s, t} ,

por lo tanto la función de covarianza KSB
1
2

coincide con la función de covarianza del

movimiento Browniano (1.8).

ii) El movimiento Browniano subfraccionario SBH no es estacionario. La prueba se
sigue al observar que, para s, t ∈ T , y toda h > 0, la covarianza KSB

H (s+ h, t+ h)
tiene la siguiente forma:

KSB
H (s+ h, t+ h) = (s+ h)2H + (t+ h)2H − 1

2

[
(s+ t+ 2h)2H + |t− s|2H

]
,

es decir al observar que KSB
H (s+ h, t+ h) depende de h, por lo cual es diferente al

valor de KSB
H (s, t). Luego, por la proposición (1.32), se concluye que el proceso no

es estacionario.

1.46 Proposición. El movimiento Browniano Subfraccionario SBH sólo tiene in-
crementos estacionarios e independientes cuando H = 1

2
.

Demostración. Sea h > 0. Primeramente se probará que la distribución de la
variable aleatoria SBH

t+h − SBH
h no depende de h sólo cuando H = 1

2
. De entrada se

sabe que la variable aleatoria tiene distribución normal con media cero, por lo cual
basta verificar la forma de su varianza.

Var
(
SBH

t+h − SBH
h

)
= Var

(
SBH

t+h

)
+ Var

(
SBH

h

)
− 2Cov

(
SBH

t+h, SB
H
h v
)

= 2 (t+ h)2H − 1

2
(2 (t+ h))2H + 2h2H − 1

2
(2h)2H

− 2
{

(t+ h)2H + h2H −
[
(t+ 2h)2H + t2H

]}
= −1

2
(2 (t+ h))2H − 1

2
(2h)2H + (t+ 2h)2H + t2H ,

sin embargo, sólo cuando H = 1
2

se tiene que Var
(
SB

1
2
t+h − SB

1
2
h

)
= t, por lo tanto,

el movimiento Browniano Subfraccionario tiene incrementos estacionarios si y sólo
śı H = 1

2
, es decir, en el caso que sea un movimiento Browniano estándar.
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Ahora, se probará que el proceso SBH tiene incrementos independientes sólo
cuando H = 1

2
.

Sean s1, s2, t1, t2 ∈ T , tales que s1 < s2 < t1 < t2. A estas alturas se sabe de
antemano que el vector: (

SBH
s2
− SBH

s1
, SBH

t2
− SBH

t1

)
es gausiano por la proposición (1.9), por lo cual resta ver en qué casos la covarianza
entre las variables aleatorias SBH

s2
− SBH

s1
y SBH

t2
− SBH

t1
es cero.

Cov
(
SBH

s2
− SBH

s1
, SBH

t2
− SBH

t1

)
=

1

2

{
(t2 − s2)2H − (t1 − s2)2H − (t2 − s1)2H + (t1 − s1)2H

}
− 1

2

{
(t2 + s2)2H − (t1 + s2)2H − (t2 + s1)2H + (t1 + s1)2H

}
,

lo cual es cero sólo en el caso cuando H = 1
2
. Por último, por la proposición (1.7) se

concluye que las variables SBH
s2
− SBH

s1
y SBH

t2
− SBH

t1
son independientes si y sólo

śı H = 1
2
.

En el art́ıculo [Norvaisa, 2011] se encuentra más información del movimiento
Browniano Subfraccionario.

1.47 Ejemplo. Movimiento Browniano Bifraccionario.
El movimiento Browniano Bifraccionario, el cual se denotará como BH,K , fué pre-
sentado por Christian Hundré y José Villa en el art́ıculo [Hundré, Villa, 2003]. Este
proceso es gausiano centrado con función de covarianza dada por:

KH,K (s, t) =
1

2K

{(
t2H + s2H

)K − |t− s|2HK} , s, t ∈ T = R+, (1.11)

donde H ∈ (0, 1) y K ∈ (0, 1].

1.48 Observación.

i) Cuando K = 1, el movimiento Browniano Bifraccionario BH,K es el movimiento
Browniano fraccionario. Esto resulta evidente al sustituir el valor K = 1 en la función
de covarianza (1.11), ya que corresponde a la función de covarianza del movimiento
Browniano fraccionario (1.9). Además, de este caso se deduce que cuando H = 1

2

y K = 1 entonces el movimiento Browniano Bifraccionario BH,K es el movimiento
Browniano estándar.

ii) El movimiento Browniano Bifraccionario BH,K no es estacionario. Para ver esto
sean s, t ∈ T y h > 0, luego nótese que:

KH,K (s+ h, t+ h) =
1

2K

{(
(t+ h)2H + (s+ h)2H

)K
− |t− s|2HK

}
,
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es decir nótese que el valor de KH,K (s+ h, t+ h) depende de h y con ello no es
igual al valor de KH,K (s, t). Por esta observación, la proposición (1.32) afirma que
el movimiento Browniano bifraccionario no es estacionario.

1.49 Proposición.

i) El movimiento Browniano Bifraccionario BH,K no tiene incrementos estacionarios
cuando K 6= 1, es decir, tiene incrementos estacionarios sólo cuando es un movi-
miento Browniano fraccionario.

ii) El movimiento Browniano Bifraccionario BH,K no tiene incrementos independi-
entes cuando K 6= 1 o cuando H 6= 1

2
, es decir tiene incrementos independientes sólo

cuando es un movimiento Browniano estándar.

Demostración.

i) Sea h > 0. Se mostrará que la distribución de la variable aleatoria BH,K
t+h − B

H,K
h

depende de h salvo en el caso K = 1. Para probarlo se calculará simplemente su
varianza ya que se sabe que es una variable aleatoria normal con media cero.

Var
(
BH,K
t+h −B

H,K
h

)
= (t+ h)2HK + h2HK − 2KH.K (t+ h, h)

= (t+ h)2HK + h2HK − 21−K
{(

(t+ h)2H + h2H
)K
− t2HK

}
,

aśı obsérvese que sólo cuando K = 1 se tiene que Var
(
BH,1
t+h −B

H,1
h

)
= t2H , es

decir sólo en este caso no depende de h, por lo tal, el proceso tiene incrementos
estacionarios si y sólo śı K = 1.

ii) Sean s1, s2, t1, t2 ∈ T , tales que s1 < s2 < t1 < t2. Luego, el vector aleatorio(
BH,K
s2
−BH,K

s1
, BH,K

t2 −BH,K
t1

)
es gausiano por la proposición (1.9). Enseguida se analizará en qué casos la covarianza
entre las variables aleatorias es cero.

Cov
(
BH,K
s2
−BH,K

s1
, BH,K

t2 −BH,K
t1

)
= KH,K (s2, t2)−KH,K (s2, t1)−KH,K (s1, t2)

+KH,K (s1, t1)

=
1

2K

{(
s2H

2 + t2H2
)K − (t2 − s2)2HK

}
− 1

2K

{(
s2H

2 + t2H1
)K − (t1 − s2)2HK

}
− 1

2K

{(
s2H

1 + t2H2
)K − (t2 − s1)2HK

}
+

1

2K

{(
s2H

1 + t2H1
)K − (t1 − s1)2HK

}
,
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de aqúı, si K = 1, se obtiene que:

Cov
(
BH,K
s2
−BH,K

s1
, BH,K

t2 −BH,K
t1

)
=

1

2

{
− (t2 − s2)2H + (t1 − s2)2H + (t2 − s1)2H − (t1 − s1)2H

}
,

y si H = 1
2

resulta que:

Cov
(
BH,K
s2
−BH,K

s1
, BH,K

t2 −BH,K
t1

)
= 0,

por lo tanto, la covarianza entre las variables aleatorias BH,K
s2
−BH,K

s1
y BH,K

t2 −BH,K
t1

es cero si y sólo śı K = 1 y H = 1
2
, y por la proposición (1.7), se concluye que las

variables son independientes si y sólo śı K = 1 y H = 1
2
.

El movimiento Browniano bifraccionario también se puede consultar en el art́ıculo
[Norvaisa, 2011].

1.50 Ejemplo. Movimiento Browniano Fraccionario Mezclado.
El movimiento Browniano fraccionario mezclado MH (a, b), de parámetros a, b ∈ R
y H ∈ (0, 1), es un proceso gausiano centrado definido de la siguiente manera:

MH
t (a, b) := aWt + bBH

t , t ∈ T = R+.

donde {Wt}t∈T es un movimiento Browniano estándar y
{
BH
t

}
t∈T es un movimiento

Browniano fraccionario independiente del proceso W . (Ver [Zili, 2006]).

1.51 Observación.

i) Para s, t ∈ T , se tiene que Cov
(
Ws, B

H
t

)
= 0.

Obsérvese que el vector
(
Ws, B

H
t

)
es gausiano ya que las combinaciones lineales

del vector
(
Ws, B

H
t

)
corresponden a combinaciones lineales del proceso MH (a, b), el

cual es gausiano, y por lo tanto tienen distribución normal. Luego, por la proposición
(1.9) se prueba la afirmación.

Ahora, tomando en cuenta que los procesos W y BH son independientes, se
tiene que las variables aleatorias Ws y BH

t son independientes, por lo tanto, de la
proposición (1.7) se sigue que Cov

(
Ws, B

H
t

)
= 0.

ii) Para s, t ∈ T , la covarianza del proceso MH (a, b) esta dada por:

Cov
(
MH

t (a, b) ,MH
s (a, b)

)
= a2 (t ∧ s) +

b2

2

(
t2H + s2H − |t− s|2H

)
, (1.12)

donde (t ∧ s) = 1
2

(t+ s− |t− s|).
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Esto se verifica mediante el cálculo directo de la covarianza como se muestra:

Cov
(
MH

t (a, b) ,MH
s (a, b)

)
= Cov

(
aWt + bBH

t , aWs + bBH
s

)
= Cov (aWt, aWs) + Cov

(
aWt, bB

H
s

)
+ Cov

(
aBH

t , aWs

)
+ Cov

(
aBH

t , bB
H
s

)
= a2 (t ∧ s) +

b2

2

(
s2H + t2H − |s− t|2H

)
,

donde la última igualdad se debe a que Cov
(
Wt, B

H
s

)
= 0 = Cov

(
BH
t ,Ws

)
, por la

observación i).

iii) Observando la forma de la covarianza del proceso, dada en la ecuación (1.12),
y haciendo uso de la proposición (1.32) se llega a que el movimiento Browniano
fraccionario mezclado no es un proceso estacionario.

1.52 Proposición.

i) El proceso MH (a, b) tiene incrementos estacionarios.

ii) El proceso MH (a, b) no tiene incrementos independientes salvo cuando H = 1
2
.

Demostración.

i) Sea h > 0. Para ver que la distribución de la variable aleatoria MH
t+h (a, b) −

MH
h (a, b) no depende de h, sólo basta con probar que su varianza no depende de

h, ya que se sabe que tiene distribución normal con media cero.

Var
(
MH

t+h (a, b)−MH
h (a, b)

)
= Var

(
MH

t+h (a, b)
)

+ Var
(
MH

h (a, b)
)

− 2Cov
(
MH

t+h (a, b) ,MH
h (a, b)

)
= a2 (t+ h) + b2 (t+ h)2H + a2h+ b2h2H

− 2

(
a2h+

b2

2
(t+ h)2H +

b2

2
h2H − b2

2
t2H
)

= a2t+ b2t2H ,

por lo tanto, el proceso MH (a, b) tiene incrementos estacionarios.

ii) Sean s1, s2, t1, t2 ∈ T , tales que s1 < s2 < t1 < t2. Para determinar si el proce-
so MH (a, b) tiene incrementos independientes se analizará la covarianza entre las
variables:

MH
s2

(a, b)−MH
s1

(a, b) y MH
t2

(a, b)−MH
t1

(a, b) ,

como sigue.

Cov
(
MH

s2
(a, b)−MH

s1
(a, b) ,MH

t2
(a, b)−MH

t1
(a, b)

)
= Cov

(
MH

s2
(a, b) ,MH

t2
(a, b)

)
− Cov

(
MH

s2
(a, b) ,MH

t1
(a, b)

)
− Cov

(
MH

s1
(a, b) ,MH

t2
(a, b)

)
+ Cov

(
MH

s1
(a, b) ,MH

t1
(a, b)

)
=
b2

2

[
(t1 − s2)2H + (t2 − s1)2H − (t2 − s2)2H − (t1 − s1)2H

]
,
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de aqúı, obsérvese que sólo en el caso H = 1
2

se tiene que:

Cov
(
MH

s2
(a, b)−MH

s1
(a, b) ,MH

t2
(a, b)−MH

t1
(a, b)

)
= 0,

luego, aplicando la proposición (1.7), se concluye que las variables aleatorias
MH

s2
(a, b)−MH

s1
(a, b) y MH

t2
(a, b)−MH

t1
(a, b) son independientes si y sólo śı H = 1

2
.

Por lo tanto, el proceso MH (a, b) tiene incrementos independientes si y sólo śı H = 1
2
.



Caṕıtulo 2

Movimiento Browniano
Fraccionario

Este caṕıtulo es la parte central de la tesis ya que aqúı se presentará la defini-
ción del movimiento Browniano fraccionario más general y algunas equivalencias del
mismo, se examinarán las propiedades básicas del proceso y se culminará dando una
buena idea de la manera en la que fué introducido su estudio históricamente.

Los procesos estocásticos que se consideran en este caṕıtulo estan definidos en el
espacio de probabilidad (Ω,F ,P), con conjunto de tiempo T = R+, a menos que se
especifique lo contrario.

2.1. Introducción

La principal propiedad del movimiento Browniano fraccionario es que es un pro-
ceso autosimilar y por tal razón en esta introducción se estudiarán algunos resultados
sobre procesos autosimilares con los cuales se podrá entender la importancia de esta
propiedad en los procesos gausianos espećıficamente. Además se darán otros ejemplos
de procesos gausianos autosimilares aclarando con ello la existencia de otros procesos
de este tipo.

2.1.1. Procesos Autosimilares

Los procesos autosimilares son invariantes en distribución bajo cierta escala de
tiempo y espacio. Son importantes en la modelación debido a que la propiedad de au-
tosimilaridad aparece en fenómenos de la geof́ısica, hidroloǵıa, turbulencia, economı́a,
etc..

Históricamente, este fenómeno de autosimilaridad fué observado por primera vez
en las inundaciones del ŕıo Nilo en los años 622-1284. Las observaciones fueron for-
malizadas por Tousson en el art́ıculo [Tousson, 1925], donde muestra que el nivel de

33
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acumulación del ŕıo Nilo tiene cierta “persistencia”(es decir el nivel de acumulación
del ŕıo Nilo se mantiene durante cierto tiempo). Posteriormente, estas observaciones
fueron consideradas por el hidrólogo británico Hurst en el art́ıculo [Hurst, 1951],
para predecir el nivel en el que se inundaba el ŕıo Nilo, obteniendo buenas aprox-
imaciónes, por lo cual las estableció como normas estad́ısticas en hidroloǵıa con el
ı́ndice de autosimilaridad de los procesos subyacentes. Por esta razón a tal ı́ndice de
autosimilaridad también se le conoce como coeficiente de Hurst [Taqqu, 2013].

A continuación se presenta la definición formal de los procesos autosimilares.

2.1 Definición. Un proceso {Xt}t∈T se dice que es autosimilar de ı́ndice H > 0, si
para cada a > 0, los procesos {Xat}t∈T y

{
aHXt

}
t∈T tienen la misma distribución, o

equivalentemente, los procesos {Xt}t∈T y
{
a−HXat

}
t∈T tienen la misma distribución.

2.2 Observación. Un detalle importante que se destaca a partir de la definición es
que un proceso autosimilar {Xt}t∈T no puede ser estacionario. La justificación es la
siguiente: obsérvese que para cada a > 0:

E
(
X2
t

)
= E

(
X2
at

)
por la estacionariedad,

= a2HE
(
X2
t

)
por la autosimilaridad,

de aqúı se sigue que E (X2
t ) = 0, es decir Xt = 0 c.s., y por lo cual el proceso es

nulo, siendo esto una contradicción. Por lo tanto, un proceso autosimilar no puede
ser estacionario.

Sin embargo, la siguiente proposición establece una relación entre los procesos
autosimilares y los procesos estacionarios.

2.3 Proposición. Sea {Xt}t∈T un proceso autosimilar de ı́ndice H, entonces el
proceso definido por:

Yt = exp {−tH}Xet , t ∈ T,
es un proceso estacionario.

Rećıprocamente, si {Yt}t∈T es estacionario entonces Xt = tHYlog t, con t ∈ T , es
un proceso autosimilar de ı́ndice H.

Demostración. Supóngase primeramente que {Xt}t∈T es un proceso autosimilar de
ı́ndice H, entonces se probará que el proceso {Yt}t∈T es estacionario. Para ello, sea
h > 0 y a = eh, aśı:

Yt+h = e−(t+h)HXet+h

= e−hHe−tHXehet

= e−tHa−HXaet sustituyendo eh por a,

D
= e−tHXet por la definición de autosimilaridad (2.1),

= Yt,
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por lo cual el proceso {Yt}t∈T es estacionario.
Para probar el rećıproco, sea a > 0 y, en este caso, se tomará h = log(a), aśı:

Xt = tHYlog t

D
= tHYh+log t por la estacionariedad del proceso Y ,

= tHYlog(a)+log(t) sustituyendo h por log(a),

= tHYlog at

= a−HXat,

por lo tanto el proceso {Xt}t∈T es autosimilar de ı́ndice H.

Un ejemplo de esta relación es el proceso de Ornstein-Uhlembec (1.39), el cual es
un proceso estacionario asociado al movimiento Browniano fraccionario con ı́ndice
de autosimilaridad H = 1

2
, es decir, asociado al movimiento Browniano estándar.

2.4 Proposición. Sea {Xt}t∈T un proceso autosimilar de ı́ndice H, con incrementos
estacionarios y tal que P (X1 6= 0) > 0. Si, además, para alguna γ > 0 se tiene que
E (|X1|γ) <∞, entonces se siguen las siguientes implicaciones:

i) Si 0 < γ < 1 se tiene que 0 < H < 1
γ

.

ii) Si γ ≥ 1 se cumple que 0 < H ≤ 1.

Demostración.
i) Sea γ ∈ (0, 1). Para la demostración de este inciso se usarán las siguientes de-
sigualdades:

Para a ≥ 0, b ≥ 0 se cumple que (a+ b)γ ≤ aγ + bγ. (2.1)

Para a > 0, b > 0 se cumple que (a+ b)γ < aγ + bγ. (2.2)

Antes de usar las desigualdades anteriores primero nótese lo siguiente:

|X2|γ = |(X2 −X1) +X1|γ ≤ ||X2 −X1|+ |X1||γ (2.3)

de aqúı, tomando a = |X2 −X1| y b = |X1| en la desigualdad (2.1) se obtiene que:

||X2 −X1|+ |X1||γ ≤ |X2 −X1|γ + |X1|γ . (2.4)

Juntando las desigualdades (2.3) y (2.4) se llega a la desigualdad:

|X2|γ ≤ |X2 −X1|γ + |X1|γ , (2.5)

y, además, por la desigualdad (2.2), esta última desigualdad (2.5) se vuelve estricta
en el conjunto A = {X1 6= 0, X2 −X1 6= 0}.
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Ahora, la hipótesis de que el proceso {Xt}t∈T tiene incrementos estacionarios

implica que X2 − X1
D
= X1 por lo cual el conjunto A tiene la misma probabilidad

que el conjunto {X1 6= 0} , es decir P (A) = P (X1 6= 0), donde P (X1 6= 0) > 0 por
hipótesis. Con estas deducciones se obtiene lo siguiente:

E |X2|γ =

∫
Ω

|X2|γ dP =

∫
A

|X2|γ dP +

∫
Ac
|X2|γ dP

<

∫
A

|X2 −X1|γ + |X1|γ dP +

∫
Ac
|X2|γ dP

≤
∫
A

|X2 −X1|γ + |X1|γ dP +

∫
Ac
|X2 −X1|γ + |X1|γ dP

= E |X2 −X1|γ + E |X1|γ ,
es decir,

E |X2|γ < E |X2 −X1|γ + E |X1|γ .

De aqúı, usando de nuevo el hecho que X2 −X1
D
= X1, resulta que:

E |X2|γ < 2E |X1|γ . (2.6)

Luego, recordando que el proceso {Xt}t∈T es autosimilar de ı́ndice H se tiene que

2HX1
D
= X2, aśı:

E |X2|γ = E
∣∣2HX1

∣∣γ = 2HγE |X1|γ . (2.7)

Por último, las ecuaciones (2.6) y (2.7) implican que 2Hγ < 2, por lo tanto H < 1
γ
.

ii) Sea γ ≥ 1. Para el caso en el que γ > 1, se toma ρ = 1
γ
, de esta manera se tiene

que 0 < ρ ≤ 1, y con ello se cumplen las hipótesis del inciso i) para los valores de ρ,
por lo cual se concluye que 0 < H < 1

ρ
, ∀ρ < 1. Aśı se llega a que 0 < H < 1. Luego,

si γ = 1 entonces quiere decir que E |X1| < ∞. Por otro lado, tomando en cuenta

que el proceso es estacionario se cumple que X2−X1
D
= X1, con lo cual se obtiene lo

siguiente:

E |X2| = E |(X2 −X1) +X1| ≤ E |X2 −X1|+ E |X1| = 2E |X1| ,
es decir,

E |X2| ≤ 2E |X1| . (2.8)

Mientras que por la autosimilaridad se tiene que X2
D
= 2HX1, aśı:

E |X2| = 2HE |X1| . (2.9)

Por lo tanto, combinando las ecuaciones (2.8) y (2.9), se llega a que 2H ≤ 2, es decir
H ≤ 1.

A partir de esta proposición se observa que si un proceso {Xt}t∈T es autosimilar
con incrementos estacionarios y Var (X1) <∞, entonces el ı́ndice de autosimilaridad
del proceso pertenece al conjunto (0, 1] . Lo cual también se cumple en particular
para los procesos gausianos autosimilares con incrementos estacionarios.
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2.1.2. Ejemplos de procesos autosimilares

A continuación se presentan algunos ejemplos de procesos autosimilares que a
su vez sirvieron como ejemplos de procesos gausianos en el caṕıtulo 1, por lo que
en esta sección se presentan procesos gausianos centrados con la propiedad de ser
autosimilares. Solamente se considerarán procesos gausiano centrados debido a que
se facilita la prueba de que sean autosimilares. Ejemplos de procesos autosimilares
que no sean gausianos se encuentran en los libros [Samorodnitsky, 1994, pag. 312] y
[Figuero, 2000, pag. 85].

2.5 Ejemplo. Movimiento Browniano Fraccionario estándar.
El movimiento Browniano fraccionarioBH es un proceso gausiano centrado con ı́ndice
de autosimilaridad H ∈ (0, 1). Se probará que en efecto es un proceso autosimilar.

Según la definición de autosimilaridad (2.1) se necesita probar que los procesos{
BH
at

}
t∈T y

{
aHBH

t

}
t∈T tienen la misma distribución para toda a > 0. Para ello,

es fundamental que el proceso BH sea gausiano centrado ya que de inmediato se
tiene que los procesos

{
BH
at

}
t∈T y

{
aHBH

t

}
t∈T también son gausianos y, de esta

manera, para probar que tienen la misma distribución resta verificar que la función
de covarianzas del proceso

{
BH
at

}
t∈T sea igual a la función de covarianzas del proceso{

aHBH
t

}
t∈T . Sean s, t ∈ T , y a > 0, de aqúı:

Cov
(
BH
at , B

H
as

)
=

1

2

{
|at|2H + |as|2H − |at− as|2H

}
=

1

2
a2H

{
|t|2H + |s|2H − |t− s|2H

}
= a2HCov

(
BH
t , B

H
s

)
= Cov

(
aHBH

t , a
HBH

s

)
,

por lo tanto, los procesos
{
BH
at

}
t∈T y

{
aHBH

t

}
t∈T tienen la misma distribución.

2.6 Ejemplo. Movimiento Browniano Subfraccionario.
El movimiento Browniano subfraccionario SBH (ver [Norvaisa, 2011]) es un pro-
ceso autosimilar de ı́ndice H ∈ (0, 1). Se verificará que los procesos

{
SBH

at

}
t∈T y{

aHSBH
t

}
t∈T tienen la misma distribución para toda a > 0. De nuevo, basta ver

que los procesos
{
SBH

at

}
t∈T y

{
aHSBH

t

}
t∈T tienen la misma función de covarianza

ya que ambos procesos son gausianos centrados. Sean s, t ∈ T , y a > 0, de aqúı:

Cov
(
SBH

at , SB
H
as

)
= (as)2H + (at)2H − 1

2

[
(as+ at)2H + |as− at|2H

]
= a2H

[
s2H + t2H − 1

2

(
(s+ t)2H + |as− at|2H

)]
= a2HCov

(
SBH

t , SB
H
s

)
= Cov

(
aHSBH

t , a
HSBH

s

)
.

Por lo tanto se verifica la autosimilaridad del proceso SBH .
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2.7 Ejemplo. Movimiento Browniano Bifraccionario.
El movimiento Browniano bifraccionario BH,K (ver [Norvaisa, 2011]) es un proceso
autosimilar de ı́ndice HK, donde H ∈ (0, 1) y K ∈ (0, 1]. Para probarlo se veri-

ficará que la función de covarianza del proceso
{
BH,K
at

}
t∈T

es igual a la función de

covarianza del proceso
{
aHKBH,K

t

}
t∈T

. Sean s, t ∈ T , y a > 0, luego:

Cov
(
BH,K
at , BH,K

as

)
=

1

2k

{(
(at)2H + (as)2H

)K
− |at− as|2HK

}
=
a2HK

2k

{(
t2H + s2H

)K − |t− s|2HK}
= a2HKCov

(
BH,K
t , BH,K

s

)
= Cov

(
aHKBH,K

t , aHKBH,K
s

)
.

Por lo tanto, el proceso BH,K es autosimilar con ı́ndice HK.

2.2. Propiedades del Movimiento Browniano

Fraccionario

El movimiento Browniano fraccionario fué presentado por Kolmogorov en el
art́ıculo [Kolmogorov, 1940] luego, tiempo después, su estudio fue retomado y com-
pletado por Benôıt B. Mandelbrot y Van Ness en el art́ıculo [Mandelbrot, Ness, 1968],
donde se le atribuyó el nombre actual.

En esta sección se estudiarán las principales propiedades del movimiento Brownia-
no fraccionario, sin embargo, para empezar a estudiarlo, resulta natural comenzar
con la prueba de la existencia del mismo y para ello el siguiente lema prueba la
existencia del movimiento Browniano fraccionario usando el teorema (1.30), con el
cual es suficiente mostrar que la covarianza del movimiento Browniano fraccionario
es positiva definida.

2.8 Lema. Para H ∈ (0, 1], la función

KH (t, s) =
1

2

(
|s|2H + |t|2H − |s− t|2H

)
, s, t ∈ T,

es positiva definida.

Demostración. Primeramente se probará la siguiente igualdad:∫ ∞
0

(
1− exp−xu

)
x−1−Hdx =

uHΓ (1−H)

H
, ∀u > 0. (2.10)
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Para demostrar la igualdad se resolverá la integral del lado izquierdo integrando por
partes como sigue:∫ ∞

0

(
1− exp−xu

)
x−1−Hdx

=
(exp−xu−1)

HxH

∣∣∣∣∞
0

+
u

H

∫ ∞
0

x−H exp−xudx

= ĺım
x→∞

(exp−xu−1)

HxH
− ĺım

x→0

(exp−xu−1)

HxH
+
u

H

∫ ∞
0

x−H exp−xudx

= − ĺım
x→0

−u exp−xu

H2xH−1
+
u

H

∫ ∞
0

x−H exp−xudx, por la regla de L’Hôpital,

=
u

H2
ĺım
x→0

x1−H exp−ux +
u

H

∫ ∞
0

x−H exp−xudx

=
u

H

∫ ∞
0

x−H exp−xudx,

por lo que se tiene la igualdad:∫ ∞
0

(
1− exp−xu

)
x−1−Hdx =

u

H

∫ ∞
0

x−H exp−xudx, (2.11)

luego, aplicando el cambio de variable y = ux a la integral del lado derecho de la
igualdad anterior (2.11) queda:∫ ∞

0

(
1− exp−xu

)
x−1−Hdx =

uH

H

∫ ∞
0

y−H exp−ydy =
uHΓ (1−H)

H
, ∀u > 0,

por lo tanto se llega a la igualdad deseada.
Ahora se probará directamente que la función de covarianza del movimiento Brow-

niano fraccionario es positva definida, es decir se probará que para toda t1, . . . , tn ∈ R
y a1, . . . , an ∈ R, con n ∈ N, se cumple que:∑

i,j=1

aiajKH (ti, tj) ≥ 0.

Sea t0 = 0 y sea a0 = −
∑

j=1 aj, por lo que
∑n

i=0 ai = 0. Aśı:
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n∑
i,j=1

aiajKH (ti, tj) =
n∑

i,j=1

aiaj

(
|ti|2H + |tj|2H − |ti − tj|2H

)
=

n∑
i,j=1

aiaj |ti|2H +
n∑

i,j=1

aiaj |tj|2H −
n∑

i,j=1

aiaj |ti − tj|2H

=
n∑
i=1

ai |ti|2H
(

n∑
j=1

aj

)
+

n∑
j=1

aj |tj|2H
(

n∑
i=1

ai

)
−

n∑
i,j=1

aiaj |ti − tj|2H

=
n∑
i=1

ai |ti|2H (−a0) +
n∑
j=1

aj |tj|2H (−a0)−
n∑

i,j=1

aiaj |ti − tj|2H

= −
n∑
i=1

aia0 |ti − t0|2H −
n∑
j=1

aja0 |tj − t0|2H −
n∑

i,j=1

aiaj |ti − tj|2H

= −
n∑

i,j=0

aiaj |ti − tj|2H . (2.12)

Luego, poniendo uH = |ti − tj|2H en la igualdad (2.10) se obtiene que:

|ti − tj|2H =
H

Γ (1−H)

∫ ∞
0

(
1− exp−x|ti−tj |

2
)
x−1−Hdx,

y sustituyendo este valor en la ecuación (2.12) resulta lo siguiente:

n∑
i,j=1

aiajK (ti, tj) = −
n∑

i,j=0

aiaj |ti − tj|2H

=
H

Γ (1−H)

∫ ∞
0

−
n∑

i,j=0

aiaj

(
1− exp−x|ti−tj |

2
)
x−1−Hdx

=
H

Γ (1−H)

[∫ ∞
0

−
n∑

i,j=0

aiajx
−1−Hdx+

∫ ∞
0

n∑
i,j=0

aiajx
−1−H exp−x|ti−tj |

2

dx

]

=
H

Γ (1−H)

∫ ∞
0

−

(
n∑
i=0

ai

)(
n∑
j=0

aj

)
x−1−Hdx

+
H

Γ (1−H)

∫ ∞
0

n∑
i,j=0

aiajx
−1−H exp−x|ti−tj |

2

dx

=
H

Γ (1−H)

∫ ∞
0

(
n∑

i,j=0

aiaj exp−x|ti−tj |
2

)
x−1−Hdx.
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Para garantizar que la integral anterior es no negativa basta probar que:

n∑
i,j=0

aiaj exp−x|ti−tj |
2

≥ 0,

debido a que x > 0 y H
Γ(1−H)

> 0. Y para probarlo, obsérvese que la función ϕ (t) =

exp−xt
2

es la función caracteŕıstica de una variable aleatoria normal con media cero
y varianza 2x, aśı, por el teorema de Bochner [Shiryaev, 1996, pag. 287], la función
ϕ es positiva definida, es decir se tiene que:

n∑
i,j=0

aiaj exp−x|ti−tj |
2

≥ 0,

lo cual concluye la demostración.

Hasta este momento se ha visto que el movimiento Browniano fraccionario es
autosimilar de ı́ndice H ∈ (0, 1) y tiene incrementos estacionarios. Ahora, en la
siguiente proposición se verá en qué casos un proceso autosimilar con incrementos
estacionarios es un movimiento Browniano fraccionario.

2.9 Proposición. Sea {Xt}t∈T un proceso autosimilar, de ı́ndice H, con incrementos
estacionarios y varianza finita, entonces

i) X0 = 0 c.s.

ii) Si 0 < H < 1, entonces el proceso es centrado y cumple que:

Cov (Xt, Xs) =
1

2

(
t2H + s2H − |t− s|2H

)
Var (X1) . (2.13)

iii) Si H = 1, entonces Xt = tX1 c.s., para toda t ∈ T .

Demostración.
i) Debido a que el proceso {Xt}t∈T es autosimilar de ı́ndice H se tiene que:

E
(
X2

0

)
= aHE

(
X2

0

)
,∀a > 0,

de aqúı resulta que E (X2
0 ) = 0 y aśı X0 = 0 c.s.

ii) Sea H ∈ (0, 1). Se usará que el proceso es autosimilar con incrementos esta-
cionarios para obtener la siguiente igualdad:

E (X1) = E (X2 −X1) ya que X2 −X1
D
= X1,

= E (X2)− E (X1)

= E
(
2HX1

)
− E (X1) usando que X2

D
= 2HX1,

=
(
2H − 1

)
E (X1) ,
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de aqúı se llega a que E (X1) = 0, ya que H ∈ (0, 1), este hecho implica que:

Var (X1) = E
(
X2

1

)
(2.14)

y, por la autosimilaridad del proceso, se tiene que:

X1
D
= a−HXa, ∀a > 0, (2.15)

y con ello E (Xa) = 0, ∀a > 0, es decir el proceso {Xt}t∈T es centrado.
Ahora, usando de nuevo que el proceso es autosimilar con incrementos estaciona-

rios se obtiene la siguiente igualdad:

E (XtXs) =
1

2

{
E
(
X2
t

)
+ E

(
X2
s

)
− E

[
(Xt −Xs)

2]}
=

1

2

{
E
(
X2
t

)
+ E

(
X2
s

)
− E

[(
X|t−s| −X0

)2
]}

=
1

2

{
E
(
t2HX2

1

)
+ E

(
s2HX2

1

)
− E

[
|t− s|2H X2

1

]}
=

1

2

[
t2H + s2H − |t− s|2H

]
E
(
X2

1

)
, (2.16)

Luego, por las ecuaciones (2.14) y (2.15) se concluye que:

Cov (Xt, Xs) = E (XtXs) =
1

2

[
t2H + s2H − |t− s|2H

]
Var (X1) .

iii) Sea H = 1. Se probará de manera directa que E
[
(Xt − tX1)2]=0.

E
[
(Xt − tX1)2] = E

(
X2
t

)
− 2tE (XtX1) + t2E

(
X2

1

)
= t2E

(
X2

1

)
− 2t2E

(
X2

1

)
+ t2E

(
X2
t

)
, por la igualdad (2.16),

=
(
t2 − 2t2 + t2

)
E
(
X2
t

)
= 0.

Por lo tanto Xt = tX1 c.s.

La proposición anterior establece que un proceso autosimilar de ı́ndice H ∈ (0, 1) ,
con incrementos estacionarios y varianza finita tiene la función de covarianza del
movimiento Browniano fraccionario estándar, salvo por la constante multiplicativa:
Var (X1). Por lo cual la siguiente definición del movimiento Browniano fraccionario
implica que, a pesar de esa constante multiplicativa, un proceso gausiano con tal
función de covarianza es un movimiento Browniano fraccionario.

2.10 Definición. Un proceso gausiano autosimilar, con ı́ndice H ∈ (0, 1), y con in-
crementos estacionarios es llamado un movimiento Browniano fraccionario (mBf).
Si Var (X1) = 1 en la ecuación (2.13), entonces se le conoce como movimiento Brow-
niano fraccionario estándar.
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Por lo tanto, a la proposición anterior sólo le falta la hipótesis de que sea proceso
gausiano para que el proceso resultante sea un movimiento Browniano fraccionario.

Ahora, en la siguiente proposición se establece otra caracterización del movimien-
to Browniano fraccionario usando ahora como hipótesis que sea un proceso gausiano
con incrementos estacionarios y una forma espećıfica de la varianza del proceso.

2.11 Proposición. Sea {Xt}t∈T un proceso gausiano centrado con incrementos es-
tacionarios, tal que Var {Xt} = t2H , con H > 0 y con X0 = 0, entonces el proceso
{Xt}t∈T es un movimiento Browniano fraccionario de ı́ndice H ∈ (0, 1).

Demostración. Se probará que la covarianza del proceso {Xt}t∈T coincide con la
covarianza del mBf. Usando que el proceso {Xt}t∈T es centrado, que tiene incrementos
estacionarios y que X0 = 0, el cálculo de la covarianza queda como sigue:

Cov (Xt, Xs) =
1

2

{
Var (Xt) + Var (Xs)− Var

(
X|t−s|

)}
, ∀s, t ∈ T.

Luego, sustituyendo el valor de la varianza del proceso {Xt}t∈T , queda:

Cov (Xt, Xs) =
1

2

{
t2H + s2H − |t− s|2H

}
.

Por lo tanto la covarianza del proceso {Xt}t∈T coincide con la covarianza del mBf y,
por la unicidad de los procesos gausianos establecida en el teorema (1.30), se con-
cluye que el proceso {Xt}t∈T es un movimiento Browniano fraccionario con ı́ndice de
autosimilaridad H.

2.12 Observación. Sea
{
BH
t

}
t∈T un movimiento Browniano fraccionario. Por la

proposición (2.11), la variable aleatoria BH
t −BH

s tiene la misma distribución que la
variable aleatoria (t− s)H N , donde N ∼ N (0, 1).

De la definición (2.10) y de la proposición (2.9) se sigue inmediatamente la prueba
del siguiente corolario.

2.13 Corolario. Sea H ∈ (0, 1] y sea {Xt}t∈T un proceso con varianza finita, en-
tonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

i) {Xt}t∈T es un proceso gausiano autosimilar, de ı́ndice H, con incrementos estacio-
narios.

ii) {Xt}t∈T es un mBf con ı́ndice de autosimilaridad H.

iii) {Xt}t∈T es gausiano centrado si H ∈ (0, 1), y cuya covarianza esta dada por:

Cov (Xt, Xs) =
1

2

(
t2H + s2H − |t− s|2H

)
Var (X1) , ∀t, s ∈ T. (2.17)
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2.2.1. Regularidad de las trayectorias.

2.14 Proposición. El movimiento Browniano fraccionario con ı́ndice de autosimi-
laridad H ∈ (0, 1), BH , admite una versión continua B̃H tal que para toda γ < H,
las trayectorias del proceso B̃H son γ-Hölderianas c.s..

Demostración. Por el teorema (1.31), resta verificar que exiten constantes c, α > 0,
tales que:

KH (t, t) +KH (s, s)− 2KH (s, t) ≤ c |t− s|α , ∀t, s ∈ T.

En efecto, para s, t ∈ T :

KH (t, t) +KH (s, s)− 2KH (s, t) = t2H + s2H −
{
t2H + s2H − |t− s|2H

}
= |t− s|2H ,

de aqúı, tomando c = 1 y α = 2H en el teorema (1.31), se tiene que para cada
0 < H < 1 existe una versión continua B̃H , donde, para toda γ < α

2
= H, las

trayectorias del proceso B̃H son γ-Hölderianas c.s..

2.2.2. Diferenciabilidad de la trayectorias.

2.15 Proposición. Casi todas las trayectorias del movimiento Browniano fraccio-
nario no son diferenciables en ningún punto.

Demostración. Supóngase que BH
0 = 0, y sea la variable aleatoria

BH
t −BH

t0

t− t0
, con t, t0 ∈ T y tal que t0 < t.

La distribución de la variable aleatoria anterior se obtiene usando que el mBf es
autosimilar con incrementos estacionarios como sigue:

BH
t −BH

t0

t− t0
D
=
BH
t−t0

t− t0
D
=

(t− t0)H BH
1

t− t0
D
= (t− t0)H−1BH

1 (2.18)

Ahora, considérese el siguiente evento:

A (t) =

{
ω : sup

t0≤s≤t

∣∣∣∣BH
s (ω)−BH

t0
(ω)

s− t0

∣∣∣∣ > d

}
, d ∈ R+.

De aqúı obsérvese que para cualquier sucesión (tn)n∈N decreciente a t0, se tiene que:

A (tn) ⊃ A (tn+1) , (2.19)
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y, además,:

A (tn) ⊃
{
ω :

∣∣∣∣BH
tn(ω)−BH

t0
(ω)

tn − t0

∣∣∣∣ > d

}
=
{
ω :
∣∣∣(tn − t0)H−1BH

1 (ω)
∣∣∣ > d

}
por la relación (2.18),

=
{
ω :
∣∣BH

1 (ω)
∣∣ > (tn − t0)1−H d

}
,

con lo cual se sigue que:

P (A (tn)) ≥ P
(∣∣BH

1

∣∣ > (tn − t0)1−H d
)
,

luego, tomando ĺımite en ambos lados de la desigualdad anterior:

ĺım
n→∞

P (A (tn)) ≥ ĺım
n→∞

P
(∣∣BH

1

∣∣ > (tn − t0)1−H d
)

= P
(
∪∞n=1

{∣∣BH
1

∣∣ > (tn − t0)1−H d
})

= P
(∣∣BH

1

∣∣ > 0
)

= 1,

es decir, resulta que ĺımn→∞ P (A (tn)) = 1. Por otro lado, debido a la relación (2.19),
se llega a que:

ĺım
n→∞

P (A (tn)) = P
(

ĺım
n→∞

A (tn)
)
,

y por consiguiente:

P
(

ĺım
n→∞

A (tn)
)

= P
(

ĺım
n→∞

sup
t0≤s≤tn

∣∣∣∣BH
s (ω)−BH

t0
(ω)

s− t0

∣∣∣∣ > d

)
= 1.

Por lo tanto:

P
(

ĺım
t↘t0

sup
t0≤s≤t

∣∣∣∣BH
s −BH

t0

s− t0

∣∣∣∣ > d

)
= P

(
ĺım
t→t0

A (t)

)
= 1.

Esto implica que el evento en el que BH no es diferenciable en el punto t0 ∈ T tiene
medida 1, con t0 arbitrario. Con lo cual se concluye que casi todas las trayectorias
del proceso BH son no diferenciables en ningún punto.

2.2.3. α-variación del movimiento Browniano fraccionario.

En esta parte se considerará a T como una constante positiva, y con el cual se
define el intervalo de tiempo: [0, T ].

Sea {Xt}t∈[0,T ] un proceso estocástico denotado por X, y sea {πn}n∈N una sucesión
de particiones πn = {0 = t0 < t1 < · · · < tn = T}, tal que:

ĺım
n→∞

n
sup
i

(ti − ti−1) = 0.
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2.16 Definición. Un proceso estocástico X se dice que tiene α-variación finita si
para toda familia de particiones πn = {0 = t0 < t1 < · · · < tn = T} se tiene que la
sucesión de variables aleatorias:

Sα (X, πn) =
n∑
i=1

∣∣Xti −Xti−1

∣∣α, n ∈ N,

converge en probabilidad a una variable aleatoria Vα (X, [0, T ]). En tal caso, a la
variable aleatoria Vα (X, [0, T ]) se le conoce como la α-variación del proceso X.

Para calcular la α-variación del movimiento Browniano fraccionario sobre el in-
tervalo [0, T ] se tomará la sucesión de particiones diáticas:

πn =

{
iT

n
, i = 0, 1, 2, . . . , n

}
, n ∈ N.

y con esta sucesión se pasará a calcular las variables aleatorias Sα
(
BH , πn

)
.

Sα
(
BH , πn

)
=

n∑
i=1

∣∣∣BH
iT
n
−BH

(i−1)T
n

∣∣∣α
D
=

n∑
i=1

∣∣∣BH
T
n

∣∣∣α por la estacionariedad,

D
=

n∑
i=1

∣∣∣∣∣
(

1

n

)H
BH
T

∣∣∣∣∣
α

por la autosimilaridad,

=

(
1

n

)αH n∑
i=1

∣∣BH
T

∣∣α
=

(
1

n

)αH−1 ∣∣BH
T

∣∣α .
De aqúı se puede observar que:

Sα
(
BH , πn

)
−→
n→∞


0 si αH > 1
∞ si αH < 1∣∣BH

T

∣∣α si αH = 1

y por lo cual:

Vα
(
BH , [0, T ]

)
=


0 si αH > 1
∞ si αH < 1
T
∣∣BH

1

∣∣α si αH = 1
(2.20)

La siguiente proposición establece una equivalencia de la α-varianción del mBf, con
α = 1

H
, sobre el intervalo [0, T ].
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2.17 Proposición. La α-variación del movimiento Browniano fraccionario en el
conjunto de tiempo [0, T ], es la variable aleatoria TE (|N |α) para α = 1

H
, donde

N ∼ N (0, 1).

Demostración. Sea (tni ) una partición del intervalo [0, T ] tal que:

ĺım
n→∞

n
sup
i

(
tni+1 − tni

)
= 0.

Para simplificar se denotará por Sn a Sα
(
BH , (tni )

)
, donde:

Sα
(
BH , (tni )

)
=

n∑
i=0

∣∣∣BH
ti+1
−BH

ti

∣∣∣α,
aśı, la demostración consistirá en probar que:

ĺım
n→∞

E
[
(Sn − TE (|N |α))

2
]

= 0.

Para ello nótese lo siguiente:

E
[
(Sn − TE (|N |α))

2
]

= E
[
S2
n

]
− 2TE [|N |α] E[Sn] + T 2E2 [|N |α] , (2.21)

donde

E [Sn] = E

[
n∑
i=0

∣∣∣BH
ti+1
−BH

ti

∣∣∣α] =
n∑
i=0

E
[∣∣∣BH

ti+1
−BH

ti

∣∣∣α]
=

n∑
i=0

E
[
|ti+1 − ti|αH |N |α

]
por la observación (2.12),

con lo cual, para α = 1
H

se sigue que:

E [Sn] =
n∑
i=0

E [|ti+1 − ti| |N |α]

= E [|N |α]
n∑
i=0

|ti+1 − ti|

= TE [|N |α] ,

y sustituyendo este último resultado en la igualdad (2.21):

E
[
(Sn − TE (|N |α))

2
]

= E
[
S2
n

]
− 2TE [|N |α] E [Sn] + T 2E2 [|N |α]

= E
[
S2
n

]
− 2TE [|N |α]TE [|N |α] + T 2E2 [|N |α]

= E
[
S2
n

]
− T 2E2 [|N |α] .
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De esta manera resta probar que E (S2
n) −→

n→∞
T 2E2 (|N |α).

Primeramente obsérvese que:

S2
n =

∑
i,j

∣∣∣BH
ti+1
−BH

ti

∣∣∣α ∣∣∣BH
tj+1
−BH

tj

∣∣∣α
=

n∑
i=0

∣∣∣BH
ti+1
−BH

ti

∣∣∣2α + 2
∑
i>j

∣∣∣BH
ti+1
−BH

ti

∣∣∣α ∣∣∣BH
tj+1
−BH

tj

∣∣∣α.
Se denotará por I1 a la siguiente expresión:

n∑
i=0

E

[∣∣∣BH
ti+1
−BH

ti

∣∣∣2α],
y por I2 a la expresión:

2
∑
i>j

E
[∣∣∣BH

ti+1
−BH

ti

∣∣∣α ∣∣∣BH
tj+1
−BH

tj

∣∣∣α],
aśı E (S2

n) = I1 + I2 y con ello:

ĺım
n→∞

E
(
S2
n

)
= ĺım

n→∞
I1 + ĺım

n→∞
I2.

Para calcular el ĺımite de I1 se tomará en cuenta la observación (2.12) ya que con
ella se obtiene que:

I1 =
∑
i=0

E

[∣∣∣BH
ti+1
−BH

ti

∣∣∣2α] =
n∑
i=0

E
[
(ti+1 − ti)2αH |N |2α

]
,

y sustituyendo α = 1
H

queda:

I1 =
n∑
i=0

E
[
(ti+1 − ti)2 |N |2α

]
= E

(
|N |2α

) n∑
i=0

(ti+1 − ti) (ti+1 − ti)

≤ E
(
|N |2α

) n
sup
i

(
tni+1 − tni

) n∑
i=0

(ti+1 − ti)

= E
(
|N |2α

)
T

n
sup
i

(
tni+1 − tni

)
−→
n→∞

0,

por lo tanto I1 →
n→∞

0.
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Ahora se procederá a calcular el ĺımite de I2 usando, de nueva cuenta, la obser-
vación (2.12).

I2 = 2
∑
i>j

E
[∣∣∣BH

ti+1
−BH

ti

∣∣∣α ∣∣∣BH
tj+1
−BH

tj

∣∣∣α]
= 2

∑
i>j

E
[∣∣∣(ti+1 − ti)H N1

∣∣∣α ∣∣∣(tj+1 − tj)H N2

∣∣∣α]
= 2E (|N1|α |N2|α)

∑
i>j

|ti+1 − ti|αH |tj+1 − tj|αH ,

luego, sustituyendo α = 1
H

resulta:

I2 = 2E (|N1|α |N2|α)
∑
i>j

|ti+1 − ti| |tj+1 − tj|,

y usando que las variables N1 y N2 son independientes se obtiene una simplificación
para I2:

I2 = 2E (|N1|α) E (|N2|α)
∑
i>j

|ti+1 − ti| |tj+1 − tj|

= 2E (|N1|α) E (|N1|α)
n∑
i=0

|ti+1 − ti|
i−1∑
j=0

|tj+1 − tj|

= 2E2 (|N1|α)
n∑
i=0

|ti+1 − ti|ti.

Por último, recordando la definición de integral de Riemann:

n∑
i=0

(ti+1 − ti) ti −→
n→∞

∫ T

0

tdt =
T 2

2
,

por lo tanto:
I2 −→

n→∞
T 2E2 (|N1|α) .

De esta manera se concluye que:

E
(
S2
n

)
= I1 + I2 −→

n→∞
T 2E2 (|N1|α) ,

donde N1 ∼ N (0, 1).
Por lo tanto, finalmente se obtiene que:

ĺım
n→∞

E
[
(Sn − TE (|N1|)α)

2
]

= 0,

es decir Vα
(
BH , [0, T ]

)
= TE (|N1|α) c.s., para α = 1

H
.
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2.2.4. El mBf no es Semimartingala cuando H 6= 1
2

Nuevamente se retoma la notación del conjunto de tiempo T = R+.

2.18 Definición. Sea (Ω,F ,P) un espacio de probabilidad. Una filtración {Ft}t∈T
es una familia creciente de sub-σ-álgebras de F , es decir, para cada s, t ∈ T , con
s ≤ t, se tiene que:

Fs ⊆ Ft ⊆ · · · ⊆ F .

Al espacio
(
Ω,F , {Ft}t∈T ,P

)
se le conoce como espacio de probabilidad filtrado.

2.19 Definición. Una filtración {Ft}t∈T se dice que es continua por la derecha si
{Ft}t∈T = {Ft+}t∈T , donde Ft+ = ∩

s<t
Fs.

2.20 Definición. Un proceso estocástico {Xt}t∈T se dice que es adaptado a la fil-
tración {Ft}t∈T , si para cada s ∈ T se tiene que Xs es Fs-medible.

2.21 Definición. Sea
(
Ω,F , {Ft}t∈T ,P

)
un espacio de probabilidad filtrado. Sea

{Xt}t∈T un proceso estocástico definido en el espacio
(
Ω,F , {Ft}t∈T ,P

)
, luego el

proceso {Xt}t∈T es llamado martingala respecto a la filtración {Ft}t∈T si:

i) Es adaptado a la filtración.

ii) E (|Xt|) <∞,∀t ∈ T.
iii) E [Xt|Fs] = Xs, ∀s ≤ t.

2.22 Definición. Una función T : Ω→ {0, 1, 2, . . . ,∞} se dice que es un tiempo de
paro si:

{T ≤ n} = {ω ∈ Ω : T (ω) ≤ n} ∈ Fn,∀n ∈ N,

o bien, equivalentemente, si se cumple que:

{T = n} = {ω ∈ Ω : T (ω) = n} ∈ Fn,∀n ∈ N,

donde T puede ser ∞.

2.23 Definición. Sea
(
Ω,F , {Ft}t∈T ,P

)
un espacio de probabilidad filtrado y sea

{Xt}t∈T un proceso estocástico continuo y adaptado a la filtración {Ft}t∈T . El pro-
ceso {Xt}t∈T se dice que es una martingala local continua si existe una sucesión de
tiempos de paro {Tn}n∈N creciente, con ĺım

n→∞
Tn =∞ y tal que, para cada n ∈ N:

Xmı́n{s,Tn}1{Tn>0}

es una martingala respecto a la filtración {Ft}t∈T .
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2.24 Definición. Sea
(
Ω,F , {Ft}t∈T ,P

)
un espacio de probabilidad filtrado tal que

la filtración cumple con las condiciones habituales (es decir, la filtración es completa
y continua por la derecha). Un proceso estocástico {Xt}t∈T , adaptado a la filtración
{Ft}t∈T , se dice que es una semimartingala continua si admite la siguiente repre-
sentación:

Xt = X0 +Mt + At,

donde M es una martingala local continua y nula en cero, y A es un proceso continuo,
adaptado a la filtración {Ft}t∈T , de variación finita y nulo en cero.

2.25 Proposición. Toda semimartingala continua es de variación cuadrática finita.

La demostración de esta proposición puede consultarse en el libro [Rúız de Chávez,
1995, pag. 87].

Ahora, a partir de la proposición (2.25) se demostrará que el mBf no es semi-
martingala, a menos que sea el movimiento Browniano, y para ello se considerarán
los siguientes casos:

i) Si H ∈ (0, 1/2) entonces, por la ecuación (2.20), V2

(
BH , [0, T ]

)
es infinita

ya que αH < 1. De aqúı la proposición (2.25) establece que el movimiento
Browniano fraccionario con H ∈ (0, 1/2) no es semimartingala.

ii) Si H ∈ (1/2, 1) entonces, por la ecuación (2.20), V2

(
BH , [0, T ]

)
= 0 ya que

αH > 1. Y ahora si se supone que BH es semimartingala entonces, por defini-
ción de semimartingala, se tendŕıa que:

BH
t = BH

0 +Mt + At, t ∈ T,

aśı:
Mt = BH

t −BH
0 − At, t ∈ T,

por lo que la variación cuadrática del proceso M seŕıa cero y consecuentemente
M ≡ 0 c.s.. Esto implica que BH = A c.s., lo cual es una contradicción debido
a que el mBf no tiene variación finita (ya que αH = H < 1) y, en cambio, el
proceso A śı. Por lo tanto, en el caso H ∈ (1/2, 1), BH tampoco es semimartin-
gala.

iii) Si H = 1
2
, se tiene que BH es el movimiento Browniano estándar, el cual es

bien sabido que es martingala y por consiguiente es semimartingala.

2.2.5. Dependencia de largo plazo

2.26 Definición. Una sucesión estacionaria de variables aleatorias {Xn}n∈N, se
dice que tiene dependencia de largo plazo si la sucesión de covarianzas ρ (n) =
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Cov (Xk, Xk+n), con k, n ∈ N, satisface:

ĺım
n→∞

ρ (n)

cn−α
= 1,

para alguna constante c y α ∈ (0, 1).
En este caso, la dependencia entre Xk y Xk+n decae lentamente cuando n tiende

a infinito ya que ρ (n) = O (cn−α), es decir:

ĺım
n→∞

sup

∣∣∣∣ρ (n)

cn−α

∣∣∣∣ <∞,
y el śımbolo O se le conoce como orden de convergencia.

Para k, n ∈ N, sean:

Xk = BH
k −BH

k−1 y Xk+n = BH
k+n −BH

k+n−1.

Se probará que la sucesión de incrementos {Xk}k∈N del mBf tiene dependencia a
largo plazo sólo cuando H > 1

2
. Para ello nótese lo siguiente:

ρH (n) = Cov (Xk, Xk+n)

= Cov
(
BH
k −BH

k−1, B
H
k+n −BH

k+n−1

)
= Cov

(
BH
k , B

H
k+n,

)
− Cov

(
BH
k , B

H
k+n−1

)
− Cov

(
BH
k−1, B

H
k+n

)
+ Cov

(
BH
k−1, B

H
k+n−1

)
=

1

2

{
(n+ 1)2H + (n− 1)2H − 2n2H

}
=

1

2

{
n2H

(
1 +

1

n

)2H

+ n2H

(
1− 1

n

)2H

− 2n2H

}

=
n2H−2

2

{
n2

(
1 +

1

n

)2H

+ n2

(
1− 1

n

)2H

− 2n2

}

=
n2H−2

2

{(
1 + 1

n

)2H
+
(
1− 1

n

)2H − 2
1
n2

}
,

luego, aplicando la regla de L’Hôpital a la última expresión que esta dentro del
corchete { }, se obtiene que:(

1 + 1
n

)2H
+
(
1− 1

n

)2H − 2
1
n2

−→
n→∞

2H (2H − 1) ,

con lo cual cuando n es suficientemente grande se tiene que:

ρH (n) ≈ n2H−2H (2H − 1) −→
n→∞

0, ∀H ∈ (0, 1) , (2.22)
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de aqúı se observa que la covarianza de los incrementos tiende a cero en el mismo
órden que n2H−2, por lo cual el mBf es un proceso de memoria larga. Además:

ĺım
n→∞

ρH (n)

(2H − 1)Hn2H−2
= 1.

por lo que, tomando c = (2H − 1)H y α = 2 − 2H en la definición (2.26), se tiene
que sólo cuando H ∈ (1/2, 1) se cumple que α ∈ (0, 1), aśı, sólo en éste caso el mBf
tiene dependencia de largo plazo, y consecuentemente cuando H ∈ (0, 1/2) el mBf
no tiene dependencia a largo plazo.

Ahora, para examinar las caracteŕısticas que tiene el mBf en el caso H ∈ (1/2, 1)
se analizará la covarianza de sus incrementos y para ello se presentan las siguientes
definiciones.

2.27 Definición. Un proceso estocástico se dice que es:

i) Persistente, cuando las trayectorias del proceso tienden a ir en la misma dirección.

ii) Antipersistente, cuando las trayectorias del proceso tienden a retroceder a śı mis-
mo.

Para H ∈ (1/2, 1), n2H−2H (2H − 1) es positiva, lo que indica que los incrementos
del mBf tienden a la misma dirección, es decir, en este caso el proceso es persistente.

Para H ∈ (0, 1/2), n2H−2H (2H − 1) es negativa, por lo cual los incrementos del
mBf tienden a direcciones opuestas, es decir, en este caso el proceso es antipersistente.

Para H = 1
2
, es bien sabido que los incrementos son independientes, ya que es el

movimiento Browniano estándar, aśı, en este caso el mBf expresa neutralidad en las
direcciones de sus incrementos.

La persistencia, antipersistencia y neutralidad de los incrementos del mBf puede
observarse en las figuras 1, 2 y 3 respectivamente.

Fig.1 El mBf persistente, con H=0.8.
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Fig.2 El mBf antipersistente, con H=0.2.

Fig.3 El mBf neutralizado, con H=0.5.

A continuación cabe presentar una aplicación del movimiento Browniano fraccio-
nario que motiva la importancia de la dependencia de largo plazo del proceso.

Panorama de la aplicación del mBf a las variaciónes de la temperatura

En el art́ıculo [Brody, Syroka, Zervos , 2002] se trabajó en una manera de aplicar el
movimiento Browniano fraccionario para modelar las variaciónes de la temperatura.
Por lo cual, en lo siguiente se expone a grandes rasgos sobre lo que se hizo en el
art́ıculo para aplicar el movimiento Browniano fraccionario en las variaciónes de la
temperatura.

Por conocimiento emṕırico se dió a conocer que algunas variables del clima, en
part́ıcular la temperatura, exhiben dependencia temporal en sus correlaciones. De-
bido a que, en el caso de las condiciones meteorológicas, si una anomaĺıa se presentó en
el pasado lo más probable es que continue persistiendo en el futuro, por lo tanto la
persistencia se interpreta como el grado en el que la anomaĺıa meteorológica se ex-
tiende, de esta manera la incorporación de la persistencia a modelos de las variaciónes
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climáticas es fundamental para obtener mejores estimaciónes y cotas en estos mode-
los. Esto motivó la aplicación del mBf para modelar las variaciónes de la temperatura
en el tiempo.

Se han desarrollado varios métodos para identificar la presencia de dependencia a
largo plazo en un determinado conjunto de datos. Sin embargo, uno de los métodos
más simples y eficientes para analizar la temperatura diaria es el método S-T, el cual
fué introducido por Syroka y Toumi en 2001.

El ejemplo que se presenta en el art́ıculo es un análisis de las temperaturas di-
arias del centro de Inglaterra durante los años 1772-1999, es el registro ( del CET)
más largo que se tiene. De aqúı, a través del análisis del método S-T, se determina
un exponente γ ∈ (−0,5, 0) que expresa la existencia de una correlación de plazo
temporal entre los valores diarios, y con el cual se usa la relación H = 1 + γ, donde
H es el coeficiente de autosimilaridad del mBf.

Ahora, para modelar la evolución de la temperatura media que se presenta dia-
riamente se considera el proceso de Ornstein-Uhlenbeck fraccionario como el modelo
básico:

dXt = kt (θt −Xt) dt+ σtdB
H
t , X0 = 0. (2.23)

La integral estocástica que se maneja para obtener la solución de la ecuación
diferencial (2.23) es un tipo de integral de Itô que se desarrolla en el art́ıculo [Duncan,
Hu, Pasik-Duncan, 2000].

La siguiente proposición proporciona la solución a la ecuación diferencial es-
tocástica (2.23) con el tipo de integral estocástica dada en el art́ıculo [Duncan, Hu,
Pasik-Duncan, 2000].

2.28 Proposición. Suponga que k,θ y σ son funciones determińısticas acotadas. Si

Kt = exp

(
−
∫ t

0

ksds

)
,

entonces la solución a la ecuación diferencial (2.23) es

Xt = xKt +Kt

∫ t

0

ksθsK
−1
s ds+Kt

∫ t

0

σsK
−1
s dBH

s , (2.24)

donde x = X0.

La demostración de la proposición puede ser consultada en el art́ıculo [Brody,
Syroka, Zervos , 2002]. En la figura 4 se muestra una simulación de las trayectorias
del proceso Xt, que es la solución a la ecuación diferencial estocástica (2.23), con la
siguiente elección: H = 0,75, kt ≡ 0,95 y

σt = 2,5 + 0,5 sin

(
2πt

365
+ 1,1

)
,

θt = 10− 6,3 sin

(
2πt

365
+ 1,2

)
.



2. Movimiento Browniano Fraccionario 56

Fig. 4 Comparación entre los datos de la temperatura del CET y

la simulación del proceso Ornstein-Uhnlebeck fraccionario.

2.2.6. Propiedad no Markoviana

2.29 Definición. Sea
(
Ω,F ,P, {Ft}t∈T

)
un espacio de probabilidad filtrado y sea

{Xt}t∈T un proceso estocástico adaptado a la filtración {Ft}t∈T , con (E,E ) el espacio
de estados. Se dice que {Xt}t∈T es un proceso de Markov si

P [Xt ∈ A|Fs] = P [Xt ∈ A|Xs] , ∀s, t ∈ T, con s ≤ t.

donde A ∈ E .

De la definición se deduce que, en un proceso de Markov, la probabilidad del
futuro sólo depende del presente, por lo que a este tipo de procesos se pueden describir
como procesos sin memoria o con pérdida de memoria.

2.30 Lema. Sea {Xt}t∈T un proceso gausiano centrado y sea K(t, s) = Cov (Xt, Xs),
con s, t ∈ T , la función de covarianza del proceso. Si {Xt}t∈T es un proceso de Markov
entonces para cualesquiera t0, s, t ∈ T, con t0 < s < t, se cumple que:

K(t, t0) =
K(t, s)K(s, t0)

K(s, s)
. (2.25)

Demostración. Para s, t ∈ T, con s < t, sea el vector:(
Xs, Xt −

K(t, s)

K(s, s)
Xs

)
,

el cual es un vector gausiano debido a que el proceso {Xt}t∈T es gausiano.
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Usando que el proceso es centrado se observará que la covarianza de las variables
aleatorias que forman al vector aleatorio es cero:

Cov

(
Xs, Xt −

K(t, s)

K(s, s)
Xs

)
= E

[
Xs

(
Xt −

K(t, s)

K(s, s)
Xs

)]
+ E [Xs] E

[
Xt −

K(t, s)

K(t, t)
Xs

]
= E [XsXt]−

K(t, s)

K(s, s)
E
(
X2
s

)
+ 0

= K(t, s)− K(t, s)

K(s, s)
K(s, s)

= 0,

con lo cual, de la proposición (1.7)), se sigue que las variables aleatorias Xs y Xt −
K(t,s)
K(t,t)

Xs son independientes y, por consiguiente, para cualquier valor posible ξ de la
variable aleatoria Xs, se obtiene lo siguiente:

E

[
Xt −

K(t, s)

K(t, t)
Xs

∣∣∣∣Xs = ξ

]
= E

[
Xt −

K(t, s)

K(t, t)
Xs

]
, por la independencia,

= E [Xt]−
K(t, s)

K(s, s)
E [Xs]

= 0, ya que el proceso es centrado,

es decir:

E

[
Xt −

K(t, s)

K(t, t)
Xs

∣∣∣∣Xs = ξ

]
= 0. (2.26)

Sin embargo, por otro lado se obtiene que:

E

[
Xt −

K(t, s)

K(s, s)
Xs

∣∣∣∣Xs = ξ

]
= E [Xt|Xs = ξ]− K(t, s)

K(s, s)
E [Xs|Xs = ξ]

= E [Xt|Xs = ξ]− K(t, s)

K(s, s)
ξ, (2.27)

por lo cual, igualando los resultado (2.26) y (2.27), se llega a que:

E [Xt|Xs = ξ]− K(t, s)

K(s, s)
ξ = 0, ∀s, t ∈ T, con s < t.

es decir,

E [Xt|Xs = ξ] =
K(t, s)

K(s, s)
ξ, ∀s, t ∈ T, con s < t. (2.28)

Por otro lado, se calculará la esperanza condicional de la ecuación (2.28) por medio
de la probabilidad de transición de la variable Xt0 , aśı la probabilidad de transición
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de la variable aleatoria Xt0 , usando la ecuación de Chapman-Kolmogorov, esta dada
por:

P (x, t, x0, t0) =

∫ ∞
−∞

P (x, t, y, s) P (dy, s, x0, t0). (2.29)

De esta manera se usará la probabilidad de transición dada en la ecuación anterior
(2.29) y que el proceso {Xt}t∈T es un proceso de Markov para calcular la siguiente
esperanza condicional:

E [Xt|Xt0 = x0] =

∫ ∞
−∞

xdP (x, t, x0, t0) =

∫ ∞
−∞

xP (dx, t, x0, t0)

=

∫ ∞
−∞

x

∫ ∞
−∞

P (dx, t, y, s) P (dy, s, x0, t0)

=

∫ ∞
−∞

[∫ ∞
−∞

xP (dx, t, y, s)

]
P (dy, s, x0, t0)

=

∫ ∞
−∞

[E (Xt|Xs = y)] P (dy, s, x0, t0)

=

∫ ∞
−∞

K(t, s)

K(s, s)
yP (dy, s, x0, t0), con s < t, por la ecuación (2.28),

=
K(t, s)

K(s, s)

∫ ∞
−∞

yP (dy, s, x0, t0)

=
K(t, s)

K(s, s)
E [Xs|Xt0 = x0]

=
K(t, s)

K(s, s)

K(s, t0)

K(t0, t0)
x0, t0 < s.

Aśı, se obtuvo que:

E [Xt|Xt0 = x0] =
K(t, s)

K(s, s)

K(s, t0)

K(t0, t0)
x0, con t0 < s < t. (2.30)

Y, además, de la ecuación (2.28), se tiene que:

E [Xt|Xt0 = x0] =
K(t, t0)

K(t0, t0)
x0, (2.31)

por lo que igualando las ecuaciones (2.30) y (2.31) se sigue que:

K(t, s)

K(s, s)

K(s, t0)

K(t0, t0)
=

K(t, t0)

K(t0, t0)
, t0 < s < t,

y con ello se concluye que:

K(t, t0) =
K(t, s)K(s, t0)

K(s, s)
, t0 < s < t.
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demostrando lo deseado.

De hecho el lema es un si y sólo śı [Tudor, 2002, pag. 414], no obstante para
el propósito de esta parte sólo es necesaria una implicación, aunque con la otra
implicación resulta muy fácil probar que el movimiento Browniano estándar es un
proceso de Markov.

Ahora se procederá a demostrar que el mBf no es un proceso de Markov para
H 6= 1

2
.

2.31 Teorema. El movimiento Browniano fraccionario con ı́ndice de autosimilari-
dad H ∈ (0, 1), no es un proceso de Markov para H 6= 1

2
.

Demostración. La demostración se hará por contradicción usando el lema (2.30),
por lo cual se supondrá que el mBf es un proceso de Markov, es decir que cumple
con la relación:

KH(t, t0)KH(s, s) = KH(t, s)KH(s, t0), 0 ≤ t0 < s < t, (2.32)

para toda H ∈ (0, 1).
Por el hecho de que el mBf es un proceso centrado, la relación (2.32) es equivalente

a:
E
[
BH
t B

H
t0

]
E
[(
BH
s

)2
]

= E
[
BH
t B

H
s

]
E
[
BH
s B

H
t0

]
. (2.33)

y es la que se usará para la demostración.
Se tomará t = 1 y 0 ≤ t0 < 1 en la relación (2.33) para definir la siguiente función:

νH (t0) = E
[
BH

1 B
H
t0

]
=

1

2

{
1 + t2H0 − (1− t0)2H

}
, H ∈ (0, 1) . (2.34)

Luego, obsérvese que para 0 ≤ t0 < s < 1:

E
[
BH
s B

H
t0

]
E
[
(BH

s )2] =
1

2

{
1 +

(
t0
s

)2H

−
(

1− t0
s

)2H
}

= νH

(
t0
s

)
.

La relación (2.33) con t = 1 es equivalente a:

E
[
BH

1 B
H
t0

]
E [BH

1 B
H
s ]

=
E
[
BH
s B

H
t0

]
E
[
(BH

s )2] ,
por lo cual se sigue que:

νH (t0) = νH

(
t0
s

)
νH (s) , para 0 < t0 < s < 1. (2.35)
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Ahora se definirá otra función:

ψH (x) = log νH
(
e−x
)
, con x ≥ 0, (2.36)

de aqúı se tiene que:

ψH (x) = log

(
1

2
+

1

2
e−2Hx − 1

2

(
1− e−x

)2H
)
, (2.37)

con lo cual se obtienen las siguientes observaciones:

a) ψH (0) = 0.

b) ĺım
x→∞

ψH (x) = −∞.

c) ψH (x+ y) = ψH (x) + ψH (y) , con 0 ≤ x < y, (por la ecuación (2.35)).

Del inciso c) se deduce que:

d

dx
ψH (x+ y) =

d

dx
ψH (x) ,

es decir, la derivada de la función ψH es constante para x ≥ 0. Y además, consideran-
do los incisos a) y b), se llega a que existe una constante C > 0 tal que:

ψH (x) = −Cx, x ≥ 0.

Por esta última forma de la función ψH se obtiene una expresión mas simple para la
función νH :

νH
(
e−x
)

= eψH(x) = e−Cx,

de aqúı, tomando y = e−x se observa que 0 < y < 1, y que:

νH (y) = yC , y ∈ (0, 1) (2.38)

Ahora, de la ecuación (2.36) se obtiene que:

ν
′′

H (t0) =
d2

dt0
νH (t0) = H (2H − 1)

[
t2H−2
0 − (1− t0)2H−2

]
, (2.39)

del cual se observa que para H 6= 1
2

se tiene que H (2H − 1) 6= 0 y que para toda
H ∈ (0, 1) se tiene que 2H − 2 < 0, con lo cual se llega al siguiente ĺımite:

ĺım
t0→1

∣∣∣ν ′′H (t0)
∣∣∣ =∞. (2.40)

Por otro lado, de la ecuación (2.38) se sigue que:

ν
′′

H (t0) =
d2

dt0
νH (t0) = C (C − 1) tC−2

0 ,

obteniéndose aśı:
ĺım
t0→1

∣∣∣ν ′′H (t0)
∣∣∣ = C |C − 1| 6=∞. (2.41)

Debido a que los ĺımites (2.40) y (2.41) son distintos para H 6= 1
2
, se llega a la con-

tradicción. Por lo tanto, el mBf no es un proceso de Markov para H 6= 1
2
.
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2.3. El fenómeno de Hurst

En esta sección se dará la idea de cómo fue descubierto históricamente el movi-
miento Browniano fraccionario a partir del fenómeno observado por Hurst.

Se sabe que Hurst estudió el flujo de agua en el ŕıo Nilo y fué donde observó un
fenómeno un tanto curioso. Para describir tal fenómeno considérese una sucesión
de variables aleatorias {Xi}i∈N que representan los datos observados por Hurst. El
estad́ıstico que observó fué el R-S (Re-Scaled range), el cual se define a continuación:

R

S
(X1, . . . , Xn) =

máx
1≤i≤n

(
Si − i

n
Sn
)
− mı́n

1≤i≤n

(
Si − i

n
Sn
)

√
1
n

∑n
i=1

(
Xi − 1

n
Sn
)2

(2.42)

donde S0 = 0 y Sn =
∑n

i=1 Xi.
Se supondrá que las variables X ′is son variables aleatorias independientes e iden-

ticamente distribuidas, con media µ ∈ R y varianza σ2.
La convergencia del estad́ıstico R-S describe el fenómeno observado por Hurst y

para examinar la convergencia se usarán las siguientes funciones:

t→ 1√
n

(
Sbntc − bntcµ

)
, t ∈ T, (2.43)

la cual es constante sobre cada intervalo
(
i
n
, i+1
n

)
, donde i = 0, 1, . . . , n, y donde

t ∈ [0, 1].

t→ t√
n

(Sn − nµ) , t ∈ T, (2.44)

la cual es monótona para toda t ∈ [0, 1].

De aqúı, por las caracteŕısticas mencionadas de las funciones (2.43) y (2.44), se
observa que la función:

t→ 1√
n

(
Sbntc − bntcµ− t (Sn − nµ)

)
(2.45)

obtiene su máximo y su mı́nimo sólo en los puntos de la forma t = i
n
, con i = 0, . . . , n,

sobre el intervalo [0, 1] y con ello se obtiene que:

sup
t∈[0,1]

1√
n

(
Sbntc − bntcµ− t (Sn − nµ)

)
=

1√
n

máx
1≤i≤n

(
Si −

i

n
Sn

)
, (2.46)

y que:

ı́nf
t∈[0,1]

1√
n

(
Sbntc − bntcµ− t (Sn − nµ)

)
=

1√
n

mı́n
1≤i≤n

(
Si −

i

n
Sn

)
. (2.47)
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Ahora, se define la sucesión de funciones:

fn (t) =
1

σ
√
n

(
Sbntc − bntcµ

)
, (2.48)

ya que con esta sucesión y con las igualdades (2.46) y (2.47) se simplifica la siguiente
expresión:

1

σ
√
n

{
máx
1≤i≤n

(
Si −

i

n
Sn

)
− mı́n

1≤i≤n

(
Si −

i

n
Sn

)}
=

1

σ
√
n

{
sup
t∈[0,1]

(
Sbntc − bntcµ− t (Sn − nµ)

)
− ı́nf

t∈[0,1]

(
Sbntc − bntcµ− t (Sn − nµ)

)}
= sup

t∈[0,1]

{fn (t)− tfn (1)} − ı́nf
t∈[0,1]

{fn (t)− tfn (1)} , por la definición de fn (2.48).

Luego, se denotará por φ (fn) a la función:

sup
t∈[0,1]

{fn (t)− tfn (1)} − ı́nf
t∈[0,1]

{fn (t)− tfn (1)} .

Hasta aqúı se ha llegado a que el estad́ıstico R-S puede escribirse de la siguiente
manera:

R

S
(X1, . . . , Xn) =

σ
√
nφ (fn)√

1
n

∑n
i=1

(
Xi − 1

n
Sn
)2
,

es decir:
1√
n

R

S
(X1, . . . , Xn) =

σφ (fn)√
1
n

∑n
i=1

(
Xi − 1

n
Sn
)2
. (2.49)

Enseguida se presenta el teorema de Donsker ya que con este teorema se obtiene
el ĺımite de la sucesión de funciones {fn}n∈N.

2.32 Teorema. (Teorema de Donsker).
Sea {Xi}i∈N una sucesión de variables aleatorias, independientes e idénticamente
distribuidas, tales que E (Xi) = 0 y Var (Xi) = σ2, entonces el proceso

gn (t) =
1

σ
√
n

(
Sbntc + (nt− bntc)Xbntc+1

)
, n ∈ N,

donde Sn =
∑n

i=1Xi, converge en distribución al movimiento Browniano estándar
W.

De aqúı nótese los siguientes puntos que resultan del teorema de Donsker:

Para cada t = i
n
, donde i ∈ {1, . . . , n}, se tiene que:

gn

(
i

n

)
=

Si
σ
√
n

D−−−→
n→∞

Bs, con s ∈ [0, 1]. (2.50)
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Con t = 1:

gn (1) =
Sn
σ
√
n

D−−−→
n→∞

B1. (2.51)

Por lo cual, para el caso de la función fn (t), con t ∈ [0, 1], se tiene que para cada
n ∈ N y t ∈ [0, 1] exite i∗ ∈ {1, . . . , n} tal que:

fn (t) = fn

(
i∗

n

)
=

Si∗

σ
√
n
− i∗µ

σ
√
n
, (2.52)

y

tfn (1) =
i∗

n
fn (1) =

i∗

n

Sn
σ
√
n
− i∗µ

σ
√
n
, (2.53)

aśı:

fn (t)− tfn (1) =
Si∗

σ
√
n
− i∗

n

Sn
σ
√
n

D−−−→
n→∞

Bt − tB1, por los resultados (2.50) y (2.51).

Luego:

φ (fn) = sup
t∈[0,1]

{fn (t)− tfn (1)} − ı́nf
t∈[0,1]

{fn (t)− tfn (1)}

−→
n→∞

sup
t∈[0,1]

{Bt − tB1} − ı́nf
t∈[0,1]

{Bt − tB1}

= φ (B) . (2.54)

Ahora, para terminar la convergencia del estad́ıstico R-S de la ecuación (2.49) se
usará la ley fuerte de los grandes números (LFGN) para determinar la convergencia
de: √√√√ 1

n

n∑
i=1

(
Xi −

1

n
Sn

)2

.
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1

n

n∑
i=1

(
Xi −

Sn
n

)2

=
n∑
i=1

{
X2
i

n
− 2

XiSn
n2

+
1

n

S2
n

n2

}
=

n∑
i=1

X2
i

n
− 2

n∑
i=1

Xi

n

Sn
n

+
S2
n

n2

=
n∑
i=1

X2
i

n
− 2

Sn
n

Sn
n

+
S2
n

n2

=
n∑
i=1

X2
i

n
− S2

n

n2

c.s−−−→
n→∞

E
(
X2

1

)
− E2 (X1) , por la LFGN,

= Var (X1)

= σ2.

Por lo tanto √√√√ 1

n

n∑
i=1

(
Xi −

Sn
n

)2
c.s−−−→

n→∞
σ. (2.55)

De esta manera, por las ecuaciones (2.54) y (2.55) se obtiene finalmente que:

1√
n

R

S
(X1, . . . , Xn)

D−−−→
n→∞

φ (B) . (2.56)

El análisis de la convergencia del estad́ıstico R-S expresa que para el caso en el que
las variables aleatorias X1, . . . , Xn son independientes e idénticamente distribuidas,
el estad́ıstico R-S(X1, . . . , Xn) converge con la constante 1√

n
. Sin embargo, Hurst

obtuvo otro resultado, ya que él observó que el estad́ıstico R-S(X1, . . . , Xn) converge
con la constante n0,74, por lo que, de manera natural, surgió la pregunta de que si era
posible encontrar un modelo estocástico que explicara éste hecho. Como se verá a
continuación, el movimiento Browniano fraccionario fué la respuesta.

Para probar que el movimiento Browniano fraccionario es, en efecto, el modelo
estocástico que justifica las observaciones anteriores, se considerarán las variables
aleatorias X ′is definidas como:

Xi = µ+ σ
(
BH
i −BH

i−1

)
, (2.57)

donde BH es un movimiento Browniano fraccionario con el ı́ndice de autosimilaridad
H = 0,74. Obsérvese que las variables aleatorias X ′is tienen media µ, varianza σ2 y
no son independientes. Ahora considérense los siguientes dos incisos:
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a)

Si −
i

n
Sn =

i∑
k=1

Xk −
i

n

i∑
k=1

Xk

=
i∑

k=1

{
µ+ σ

(
BH
k −BH

k−1

)}
− i

n

n∑
k=1

{
µ+ σ

(
BH
i −BH

i−1

)}
= σ

(
BH
i −BH

0

)
− iσ

n

(
BH
n −BH

0

)
= σ

(
BH
i −

i

n
BH
n

)
, donde BH

0 ≡ 0 c.s.

Por lo tanto:

Si −
i

n
Sn = σ

(
BH
i −

i

n
BH
n

)
. (2.58)

b)

Xi −
1

n
Sn = µ+ σ

(
BH
i −BH

i−1

)
− 1

n

(
k∑
k=1

Xk

)

= µ+ σ
(
BH
i −BH

i−1

)
− 1

n

n∑
k=1

{
µ+ σ

(
BH
k −BH

k−1

)}
= σ

(
BH
i −BH

i−1

)
− σ

n

(
BH
n −BH

0

)
= σ

(
BH
i −BH

i−1 −
1

n
BH
n

)
, donde BH

0 ≡ 0 c.s.

Por lo cual:

Xi −
1

n
Sn = σ

(
BH
i −BH

i−1 −
1

n
BH
n

)
. (2.59)
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Con las observaciones a) y b) se llega a que:

R

S
(X1, . . . , Xn) =

máx
1≤i≤n

(
Si − i

n
Sn
)
− mı́n

1≤i≤n

(
Si − i

n
Sn
)

√
1
n

∑n
i=1

(
Xi − 1

n
Sn
)2

=
máx
1≤i≤n

(
σ
(
BH
i − i

n
BH
n

))
− mı́n

1≤i≤n

(
σ
(
BH
i − i

n
BH
n

))
√

1
n

∑n
i=1

(
σ
(
BH
i −BH

i−1 − 1
n
BH
n

))2

=
máx
1≤i≤n

(
BH
i − i

n
BH
n

)
− mı́n

1≤i≤n

(
BH
i − i

n
BH
n

)
√

1
n

∑n
i=1

(
BH
i −BH

i−1 − 1
n
BH
n

)2
.

Ahora, usando la propiedad de autosimilaridad del proceso BH se obtiene que:

1

nH

{
máx
1≤i≤n

(
BH
i −

i

n
BH
n

)
− mı́n

1≤i≤n

(
BH
i −

i

n
BH
n

)}
D
= máx

1≤i≤n

(
BH

i
n
− i

n
BH

1

)
− mı́n

1≤i≤n

(
BH

i
n
− i

n
BH

1

)
,

luego, notando que:

máx
1≤i≤n

(
BH

i
n
− i

n
BH

1

)
− mı́n

1≤i≤n

(
BH

i
n
− i

n
BH

1

)
= máx

1
n
≤ i
n
≤1

(
BH

i
n
− i

n
BH

1

)
− mı́n

1≤i≤n

(
BH

i
n
− i

n
BH

1

)
,

se sigue que:

ĺım
n→∞

máx
1
n
≤ i
n
≤1

(
BH

i
n
− i

n
BH

1

)
= sup

t∈[0,1]

(
BH
t − tBH

1

)
, ĺımite puntual,

y de igual manera:

ĺım
n→∞

mı́n
1≤i≤n

(
BH

i
n
− i

n
BH

1

)
= ı́nf

t∈[0,1]

(
BH
t − tBH

1

)
, ĺımite puntual,

por lo tanto:

1

nH

{
máx
1≤i≤n

(
BH
i −

i

n
BH
n

)
− mı́n

1≤i≤n

(
BH
i −

i

n
BH
n

)}
D
= sup

t∈[0,1]

(
BH
t − tBH

1

)
− ı́nf

t∈[0,1]

(
BH
t − tBH

1

)
.
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Para terminar se calculará la convergencia de:√√√√ 1

n

n∑
i=1

(
BH
i −BH

i−1 −
1

n
BH
n

)2

(2.60)

y para lo cual se observa que:

1

n
BH
n

D
= nH−1BH

1 −→
n→∞

0, (2.61)

y, además, se usará el siguiente teorema.

2.33 Teorema. Sea X ∼ N (0, 1) y sea f : R → R una función medible tal
que E [f 2 (X)] <∞, entonces para el movimiento Browniano fraccionario, BH , con
ı́ndice de autosimilaridad H ∈ (0, 1), se cumple que:

1

n

n∑
i=1

f
(
BH
i −BH

i−1

) L2

−−−→
n→∞

Ef (X). (2.62)

La demostración de este teorema puede consultarse en [Nourdin, 2012, pag. 17].
De aqúı, por un lado, tomando f (x) = x2 en el teorema (2.33) se sigue que:

1

n

n∑
i=1

(
BH
i −BH

i−1

)2 L2

−−−→
n→∞

E
(
X2
)

= 1. (2.63)

Y si ahora f (x) = x, se obtiene que:

1

n

n∑
i=1

(
BH
i −BH

i−1

) L2

−−−→
n→∞

E (X) = 0. (2.64)

Por lo cual, combinando los resultados (2.61) y (2.64):

2

n
BH
n

n∑
i=1

1

n

(
BH
i −BH

i−1

) L2

−−−→
n→∞

0. (2.65)

De las ecuaciones (2.61) y (2.65) se estima la convergencia de (2.60):

1

n

n∑
i=1

(
BH
i −BH

i−1 −
1

n
BH
n

)2

=

=
n∑
i=1

{
1

n

(
BH
i −BH

i−1

)2 − 2

n2
BH
n

(
BH
i −BH

i−1

)
+

1

n3

(
BH
n

)2
}

=
n∑
i=1

1

n

(
BH
i −BH

i−1

)2 − 2

n2
BH
n

n∑
i=1

(
BH
i −BH

i−1

)
+

(
1

n
BH
n

)(
1

n
BH
n

)
L2

−−−→
n→∞

1.
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Por lo tanto: √√√√ 1

n

n∑
i=1

(
BH
i −BH

i−1 −
1

n
BH
n

)2
L2

−−−→
n→∞

1.

De esta manera finalmente se llega a que:

1

nH
R

S
(X1, . . . , Xn) =

1
nH

{
máx
1≤i≤n

(
BH
i − i

n
BH
n

)
− mı́n

1≤i≤n

(
BH
i − i

n
BH
n

)}
√

1
n

∑n
i=1

(
BH
i −BH

i−1 − 1
n
BH
n

)2

D−−−→
n→∞

sup
t∈[0,1]

(
BH
t − tBH

1

)
− ı́nf

t∈[0,1]

(
BH
t − tBH

1

)
.

Por lo que el movimiento Browniano fraccionario es un modelo estocástico que
explica el fenómeno de Hurst.



Caṕıtulo 3

Representación Integral del
Movimiento Browniano
fraccionario

El movimiento Browniano fraccionario ha sido ampliamente aplicado para la mo-
delación de varios fenómenos f́ısicos donde la versión adoptada comúnmente del mBf
es la representación integral de Mandelbrot y Van Ness. Aunque actualmente existen
otras representaciones [Coutin, 2007, pag. 12], en este caṕıtulo se presentará la defini-
ción de la representación integral de Mandelbrot y Van Ness ya que, aparte de sus
aplicaciones, ha sido muy estudiada dentro de la teoŕıa del movimiento Browniano
fraccionario.

A partir de la definición de la representación integral de Mandelbrot y Van Ness
del mBf surgió la necesidad de analizar el movimiento Browniano fraccionario de
Riemann-Liouville debido a que tiene una representación integral similar a la repre-
sentación integral de Mandelbrot y Van Ness y por ello se le ha confundido como un
mBf. Sin embargo, en este caṕıtulo se aclarará que el movimiento Browniano fraccio-
nario de Riemann-Liouville no es un mBf y a pesar de este hecho se presentará una
relación que existe entre ambos procesos y cuya relación se dá para tiempos suficien-
temente grandes del movimiento Browniano fraccionario de Riemann-Liouville.

3.1. Representación de Mandelbrot y Van Ness

En el art́ıculo [Mandelbrot, Ness, 1968], Mandelbrot y Van Ness muestran que el
movimiento Browniano fraccionario se obtiene por medio de una integral con respecto
al movimiento Browniano estándar {Wu, u ∈ R}, denominado two-sided Brownian
motion [Mishura, 2008, pag. 9].

La definición de la representación integral de Mandelbrot y Van Ness del mBf se
presenta a continuación.

69
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3.1 Definición. Para t > 0 y H ∈ (0, 1), el movimiento Browniano fraccionario de
Mandelbrot y Van Ness (mBf-MV) se define como:

BMV
H (t) :=

1

Γ
(
H + 1

2

) [∫ 0

−∞
(t− u)

H− 1
2 − (−u)

H− 1
2 dWu +

∫ t

0

(t− u)
H− 1

2 dWu

]
. (3.1)

Nótese que la definición anterior es sólo para t > 0 por lo que a continuación se
define el mBf-MV para t < 0.

3.2 Definición. Para t < 0 y H ∈ (0, 1), el mBf-MV se define como:

BMV
H (t) :=

1

Γ
(
H + 1

2

) [∫ t

−∞
(t− u)

H− 1
2 − (−u)

H− 1
2 dWu −

∫ 0

t

(−u)
H− 1

2 dWu

]
. (3.2)

Las dos definiciones anteriores para el mBf-MV se sintetizan en la forma dada en
[Samorodnitsky, 1994, pag. 321] de la siguiente manera. Para t ∈ R, el mBf-MV se
define como:

BMV
H (t) =

1[
Γ
(
H + 1

2

)]2 ∫
R

(
(t− u)+

)H− 1
2 −

(
(−u)+

)H− 1
2 dWu, (3.3)

donde

f+ =

{
f si f > 0,
0 si f ≤ 0,

En esta sección se verificará que la representación integral del mBf dada por Man-
delbrot y Van Ness es en efecto un movimiento Browniano fraccionario. Espećıfica-
mente, se probará que la representación integral de Mandelbrot y Van Ness es un
proceso gausiano, autosimilar, de ı́ndice H ∈ (0, 1) y con incrementos estacionarios.

La demostración de que el mBf-MV es un proceso gausiano implica definir la
integral de Wiener y dar un resultado de esta misma.

3.3 Definición. Sea I = [0, t] con t > 0, y sea f ∈ L2 (I,B (I) , λ), entonces la
integral: ∫

I

f (u) dWu

se le llama la integral de Wiener de f con respecto a W , donde W es el movimiento
Browniano estándar.

La siguiente proposición establece que la integral de Wiener es un proceso gau-
siano.

3.4 Proposición. Sea f ∈ L2 (I,B (I) , λ), si I = [0, 1], mientras que si I = R+

se pedirá que f sea locamente cuadrado integrable en ése mismo espacio, entonces

el proceso
{∫ t

0
fdW

}
t≥0

es un proceso con incrementos independientes, gausiano

centrado y con covarianza dada por:

Cov (t, s) =

∫ t∧s

0

|f (u)|2 du.
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Esta proposición se encuentra demostrada en [Tudor, 2002, pag.182] y se usa-
rá para probar que el mBf-MV es un proceso gausiano.

3.5 Proposición. El proceso BMV
H es un proceso gausiano.

Demostración. Se demostrará que la integral dada en la definición (3.1):∫ 0

−∞
(t− u)H−

1
2 − (−u)H−

1
2 dWu +

∫ t

0

(t− u)H−
1
2 dWu

está bien definida como integral de Wiener, y para ello se realizará por partes, es
decir se verá por un lado que la integral:∫ 0

−∞
(t− u)H−

1
2 − (−u)H−

1
2 dWu

está bien definida, y luego, por otro lado, que la integral:∫ t

0

(t− u)H−
1
2 dWu

esta bien definida.
Para demostrar que la primera integral esta bien definida se mostrará que la

integral es integrable cuando u → −∞ y cuando u → 0. Para ver que es integrable
cuando u→ −∞ nótese que para t > 0 fija:

ĺım
u→−∞

(t− u)H−
1
2 − (−u)H−

1
2(

H − 1
2

)
t (−u)H−

3
2

= ĺım
u→−∞

tH−
1
2

(
1− u

t

)H− 1
2 − tH− 1

2

(
−u

t

)H− 1
2(

H − 1
2

)
t (−u)H−

3
2

= ĺım
u→−∞

tH−
3
2

[(
1− u

t

)H− 1
2 −

(
−u

t

)H− 1
2

]
(
H − 1

2

)
(−u)H−

3
2

= ĺım
u→−∞

(
1− u

t

)H− 1
2 −

(
−u

t

)H− 1
2(

H − 1
2

) (
−u

t

)H− 3
2

= ĺım
y→∞

(1 + y)H−
1
2 − yH− 1

2(
H − 1

2

)
yH−

3
2

con y = −u
t
,

=
1(

H − 1
2

) ĺım
y→∞

y

(
1 +

1

y

)H− 1
2

− y

=
1(

H − 1
2

) ĺım
y→∞

(
1 + 1

y

)H− 1
2 − 1

1
y

= ĺım
y→∞

(
1 +

1

y

)H− 3
2

por la regla de L’Hôpital,

= 1.
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Por lo cual, cuando u→ −∞ se tiene que:

(t− u)H−
1
2 − (−u)H−

1
2 ≈

(
H − 1

2

)
t (−u)H−

3
2 ,

y con ello: [
(t− u)H−

1
2 − (−u)H−

1
2

]2

≈
(
H − 1

2

)2

t2 (−u)2H−3 ,

por consiguiente la función:

u 7→
[
(t− u)H−

1
2 − (−u)H−

1
2

]2

es integrable cuando u → −∞ ya que
(
H − 1

2

)2
t2 (−u)2H−3 −→

u→−∞
0 debido a que

2H − 3 < −1.
Luego, para verificar que es integrable cuando u→ 0, obsérvese que:[
(t− u)H−

1
2 − (−u)H−

1
2

]2

= (t− u)2H−1 − 2 (t− u)H−
1
2 (−u)H−

1
2 + (−u)2H−1 ,

aśı, la función resulta integrable cuando u → 0 ya que que la función (−u)2H−1 es
integrable, debido a que 2H − 1 > −1. De esta manera se concluye que la integral:∫ 0

−∞
(t− u)H−

1
2 − (−u)H−

1
2 dWu

esta bien definida como una integral de Wiener.
Ahora se mostrará que la integral:∫ t

0

(t− u)H−
1
2 dWu

esta bien definida como integral de Wiener.
Sea t > 0. Por un lado se tiene que:

(t− u)2H−1 −→
u→0

t2H−1,

por lo cual la función u 7→ (t− u)2H−1 es integrable en cero.
Por otro lado, obsérvese que la función:

(t− u)2H−1

es integrable en t ya que 2H − 1 > −1.
De esta manera se concluye que la integral:∫ 0

−∞
(t− u)H−

1
2 − (−u)H−

1
2 dWu +

∫ t

0

(t− u)H−
1
2 dWu
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esta bien definida como una integral de Wiener y por lo tanto el mBf-MV es un
proceso gausiano para t > 0.

Usando los mismos argumentos anteriores se verifica que para t < 0 la integral:∫ t

−∞
(t− u)H−

1
2 − (−u)H−

1
2 dWu −

∫ 0

t

(−u)H−
1
2 dWu

esta bien definida como integral de Wiener y por consiguiente es un proceso gausiano.
Por lo tanto queda demostrado que el mBf-MV es un proceso gausiano.

Ahora se probará que el mBf-MV es un proceso autosimilar.

3.6 Teorema. El proceso BMV
H es autosimilar de ı́ndice H ∈ (0, 1).

Demostración. Sea t > 0.

Var
(
BMV
H (t)

)
= E

(
BMV
H (t)

)2
=

1[
Γ
(
H + 1

2

)]2 E

(∫ 0

−∞
(t− u)H−

1
2 − (−u)H−

1
2 dWu

)2

+
1[

Γ
(
H + 1

2

)]2 E

(∫ t

0
(t− u)H−

1
2 dWu

)2

+
2[

Γ
(
H + 1

2

)]2 E

(∫ 0

−∞
(t− u)H−

1
2 − (−u)H−

1
2 dWu

∫ t

0
(t− u)H−

1
2 dWu

)
=

1[
Γ
(
H + 1

2

)]2 [∫ 0

−∞

[
(t− u)H−

1
2 − (−u)H−

1
2

]2
du+

∫ t

0
(t− u)2H−1 du

]

=
1[

Γ
(
H + 1

2

)]2
[∫ 0

−∞
t2H−1

[(
1− u

t

)H− 1
2 −

(
−u
t

)H− 1
2

]2

du+
t2H

2H

]

=
t2H[

Γ
(
H + 1

2

)]2 [∫ 0

−∞

[
(1− x)H−

1
2 − (−x)H−

1
2

]2
dx+

1

2H

]
,

luego, de aqúı se tiene que:

VH := Var
(
BMV
H (1)

)
=

∫ 0

−∞

[
(1− x)H−

1
2 − (−x)H−

1
2

]2

dx+ 1
2H[

Γ
(
H + 1

2

)]2 ,

por lo que:
Var

(
BMV
H (t)

)
= t2HVH . (3.4)

Mientras que para t < 0:
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Var
(
BMV

H (t)
)

=
1[

Γ
(
H + 1

2

)]2 E

[∫ t

−∞
(t− u)

H− 1
2 − (−u)

H− 1
2 dWu

]2

+
1[

Γ
(
H + 1

2

)]2 E

[∫ 0

t

(−u)
H− 1

2 dWu

]2
− 2[

Γ
(
H + 1

2

)]2 E

[∫ t

−∞
(t− u)

H− 1
2 − (−u)

H− 1
2 dWu

∫ 0

t

(−u)
H− 1

2 dWu

]

=
1[

Γ
(
H + 1

2

)]2 {∫ t

−∞

[
(t− u)

H− 1
2 − (−u)

H− 1
2

]2
du+

∫ 0

t

(−u)
2H−1

du

}

=
1[

Γ
(
H + 1

2

)]2 {∫ ∞
0

[
xH−

1
2 − (x− t)H−

1
2

]2
dx+

∫ 0

t

(x− t)2H−1 dx
}
, tomando x = t− u,

=
1[

Γ
(
H + 1

2

)]2
{∫ ∞

0

[
(x− t)H−

1
2 − xH− 1

2

]2
dx+

(−t)2H

2H

}

=
1[

Γ
(
H + 1

2

)]2
{∫ 0

−∞

[
(t− x)

H− 1
2 − (−x)

H− 1
2

]2
dx+

(−t)2H

2H

}

=
t2H[

Γ
(
H + 1

2

)]2 {∫ 0

−∞

[
(1− y)

H− 1
2 − (−y)

H− 1
2

]2
dx+

1

2H

}
, tomando y = x

t ,

= t2HVH .

Por lo tanto, Var
(
BMV
H (t)

)
= t2HVH ,∀t ∈ R.

Con la forma obtenida de la varianza del mBf-MV es fácil verificar que para toda
c > 0 y para cada t ∈ R, se cumple que:

Var
(
cHBMV

H (t)
)

= Var
(
BMV
H

(
cHt
))
,

es decir, el proceso BMV
H es autosimilar de ı́ndice H ∈ (0, 1).

Por último se mostrará que el mBf-MV es un proceso con incrementos estaciona-
rios.

3.7 Teorema. El proceso BMV
H tiene incrementos estacionarios.

Demostración. Para toda h > 0:



3. Representación Integral del Movimiento Browniano fraccionario 75

Var
(
BMV

H (s+ h)−BMV
H (s)

)
= E

(
BMV

H (s+ h)−BMV
H (s)

)2
=

1[
Γ
(
H + 1

2

)]2 E

(∫ s+h

−∞
(s+ h− u)

H− 1
2 dWu −

∫ s

−∞
(s− u)

H− 1
2 dWu

)2

=
1[

Γ
(
H + 1

2

)]2 E

(∫ s

−∞
(s+ h− u)

H− 1
2 − (s− u)

H− 1
2 dWu −

∫ s+h

s

(s+ h− u)
H− 1

2 dWu

)2

=
1[

Γ
(
H + 1

2

)]2
{∫ s

−∞

[
(s+ h− u)

H− 1
2 − (s− u)

H− 1
2

]2
du+

∫ s+h

s

(s+ h− u)
2H−1

du

}

=
1[

Γ
(
H + 1

2

)]2 ∫ 0

−∞

[
(h− x)

H− 1
2 − (−x)

H− 1
2

]2
du, tomando x = u− s,

+
1[

Γ
(
H + 1

2

)]2 ∫ s+h

s

(h− x)
2H−1

du

= h2HVH .

Por lo tanto el proceso BMV
H tiene incrementos estacionarios.

En resumen se ha probado que el mBf-MV es un proceso gausiano, autosimilar de
ı́ndice H ∈ (0, 1), con incrementos estacionarios y por la definición (2.10) se concluye
que en efecto el mBf-MV es un mBf. Además, del corolario (2.13) resulta que la
covarianza del mBf-MV está dada por:

Cov (t, s) =
Var

(
BMV
H (1)

)
2

(
|t|2H + |s|2H − |t− s|2H

)
, ∀t, s ∈ T. (3.5)

3.2. Movimiento Browniano fraccionario de

Riemann-Liouville

El objetivo de esta sección es resaltar que el movimiento Browniano fraccionario
de Riemann-Liouville no es un movimiento Browniano fraccionario, y para ello se
examinarán algunas propiedades del moviento Browniano fraccionario de Riemann-
Liouville con las cuales se probará que en efecto no es un movimiento Browniano
fraccionario. Por otro lado, a pesar de la gran diferencia que tienen estos procesos,
se verá una relación entre ambos, la cual se dá para tiempos suficientemente grandes
del movimiento Browniano fraccionario de Riemann-Liouville.

3.2.1. Integral fraccionaria de Riemann-Liouville

Antes de presentar la definición de la integral fraccionaria de Riemann-Liouville,
se recordarán algunos resultados y notaciones del cálculo elemental que servirán como
punto de partida para construir la definición.
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La n-ésima derivada de una función f está definida recursivamente por:

Dnf (t) = D
[
Dn−1f (t)

]
, n ∈ R. (3.6)

Obsérvese que para el caso de n = 0, se obtiene f (t), lo cual significa que la función
no se alteró.

En el mismo sentido, la n-ésima integral de f se define a través de

Inf (t) =

∫ t

0

In−1f (u) du. (3.7)

De igual manera, se tiene la propiedad de que I0f (t) = f (t), y por consiguiente
I0f (t) = D0f (t).

Luego, la fórmula de Cauchy (para la n-ésima integración de f , ver [Oldham,
2006, pag. 38]), nos proporciona otra manera de escribir la n-ésima integral de f en
la ecuación (3.7) como sigue:

Inf (t) =
1

(n− 1)!

∫ t

0

(t− u)n−1 f (u) du, ∀n ∈ N. (3.8)

Este último resultado marcó la base de la integral fraccionaria ya que ahora tiene
sentido el reemplazar a n ∈ N por un número α > 0, y, aśı también, el factorial por
la función gamma Γ.

Haciendo los cambios mencionados se procede a la definición de la integral frac-
cionaria de Riemann-Liouville [Oldham, 2006, pag. 49].

3.8 Definición. Sean α > 0 y f ∈ L1 ((a, b) , du). La integral fraccionaria de
Riemann-Liouville de orden α se define como:

Iαf (t) =
1

Γ (α)

∫ t

a

(t− u)α−1 f (u) du, (3.9)

donde t ∈ (a, b).

De ahora en adelante se usará el movimiento Browniano estándar clásico, el cual
se denota por {Wu, u ≥ 0}.

3.2.2. Definición del movimiento Browniano fraccionario de
Riemann-Liouville

3.9 Definición. Sean t > 0, H > 0 y W el movimiento Browniano estándar. El
movimiento Browniano fraccionario de Riemann-Liouville (mBf-RL) esta definido
como:

BRL
H (t) :=

1

Γ
(
H + 1

2

) ∫ t

0

(t− u)H−
1
2 dWu. (3.10)
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Se puede llegar a pensar que el mBf-RL es un movimiento Browniano fracciona-
rio, debido a su nombre y a que es una de las integrales presentes en la definición
del mBf-MV (3.1). De hecho se ha llegado a considerar el mBf-RL como una ver-
sión simplificada del mBf-MV en [Rambaldi, 1994, pag. 22] y en [LLosa, 1990, pag.
5013-5014]. Sin embargo, es necesario aclarar de que no se trata realmente de un
movimiento Browniano fraccionario (ya que por ejemplo no tiene incrementos esta-
cionarios, lo cual se verá en la proposición (3.11)), si no que su nombre está justificado
por el cálculo fraccionario, debido a que este proceso es la integral fraccionaria del
Riemann-Liouville (3.8) con respecto al movimiento Browniano estándar.

En el art́ıculo [Mandelbrot, 1982, pag. 550] se hace mención de que el mBf-RL
se aproxima al mBf-MV sin hacer una demostración, por lo cual aqúı se desarrolla-
rá una parte del art́ıculo de S.C. Lim ([Lim, 1995]) donde se aclara que el mBf-RL
no se aproxima en śı al mBf-MV sino, más bien, la relación que se encuentra es que
el proceso de incrementos del mBf-RL, para tiempos suficientementes grandes, se
aproxima al proceso de incrementos del mBf-MV. El mBf-RL para tiempos suficien-
temente grandes se considerará como una aproximación al mBf-RL asintótico.

3.2.3. Propiedades del mBf-RL

En esta parte se analizarán dos propiedades esenciales del mBf-RL, las cuales son
que el proceso es autosimilar y que no tiene incrementos estacionarios. Y además se
presentará una forma más expĺıcita de la covarianza del mBf-RL.

A continuación se comenzará por mostrar que el mBf-RL es un proceso autosi-
milar.

3.10 Proposición. El mBf-RL es autosimilar de ı́ndice H > 0.

Demostración. Para ver esta propiedad es necesario considerar el hecho de que
el proceso es centrado, ya que con ello sólo hace falta verificar que las varianzas
coinciden.

Var
(
BRLH (ct)

)
= E

(
BRL
H (ct)

)2
=

1[
Γ
(
H + 1

2

)]2 E

(∫ ct

0

(ct− u)H−
1
2 dWu

)2

=
1[

Γ
(
H + 1

2

)]2 ∫ ct

0

(ct− u)2H−1 du =
(ct)2H

2H
[
Γ
(
H + 1

2

)]2 .
Por otro lado,

Var
(
cHBRL

H (t)
)

= c2HE
(
BRL
H (t)

)2
= c2H t2H

2H
[
Γ
(
H + 1

2

)]2 .
Aśı, se concluye que el proceso

{
BRL
H (ct)

}
t≥0

tiene la misma distribución que el pro-

ceso
{
cHBRL

H (t)
}
t≥0

, para cada c > 0.
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A pesar de la aparente simplicidad del mBf-RL, éste proceso tiene un gran in-
conveniente, el cual es que sus incrementos no son estacionarios, y por el corolario
(2.13) se concluye que el mBf-RL no es un movimiento Browniano fraccionario. Por
lo tanto la siguiente proposición es crucial para demostrar que el mBf-RL no es un
mBf.

3.11 Proposición. BRL
H no tiene incrementos estacionarios a menos que H = 1

2
.

Demostración. Se demostrará que la distribución de la variable aleatoria

BRL
H (t+ h)−BRL

H (h)

depende de h > 0, para cada t > 0, a menos que H = 1
2
.

Sea α = H − 1
2
. Para el caso de 0 < h < t :

E
∣∣BRL

H (t+ h)−BRL
H (h)

∣∣2
=

1[
Γ
(
H + 1

2

)]2 E

∣∣∣∣∫ t+h

0
(t+ h− u)α dWu −

∫ h

0
(h− u)α dWu

∣∣∣∣2

=
1[

Γ
(
H + 1

2

)]2 E

∣∣∣∣∫ h

0
(t+ h− u)α − (h− u)α dWu +

∫ t+h

h
(t+ h− u)α dWu

∣∣∣∣2

=
1[

Γ
(
H + 1

2

)]2
[

E

∣∣∣∣∫ h

0
(t+ h− u)α − (h− u)α dWu

∣∣∣∣2 + E

∣∣∣∣∫ t+h

h
(t+ h− u)α dWu

∣∣∣∣2
]

+
2[

Γ
(
H + 1

2

)]2 E

∣∣∣∣∫ h

0
(t+ h− u)α − (h− u)α dWu

∫ t+h

h
(t+ h− u)α dWu

∣∣∣∣
=

1[
Γ
(
H + 1

2

)]2 [∫ h

0
[(t+ h− u)α − (h− u)α]2 du+

∫ t+h

h
(t+ h− u)2α du

]
=

1[
Γ
(
H + 1

2

)]2 [∫ t+h

0
(t+ h− u)2α du+

∫ h

0
(h− u)2α du

]
− 2[

Γ
(
H + 1

2

)]2 ∫ h

0
(t+ h− u)α (h− u)α du

=
1[

Γ
(
H + 1

2

)]2
[

(t+ h)2α+1

2α+ 1
+
h2α+1

2α+ 1
− 2

∫ h

0
(t+ h− u)α (h− u)α du

]
. (3.11)

Por último, nótese que cuando H = 1
2

la ecuación (3.11) no depende de h, y sólo
cuando H = 1

2
se tiene que α = 0 y 2α + 1 = 1. Por lo tanto BRL

H tiene incrementos
estacionarios si y sólo śı H = 1

2
.

Para el caso 0 < t < h se realiza el mismo procedimiento.
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Otro inconveniente del mBf-RL es que su operador de covarianza tiene una forma
más complicada comparada con la covarianza del mBf-MV, debido a que la covarianza
del mBf-RL está en términos de la función Hipergeométrica, la cual se define a con-
tinuación.

3.12 Definición. Sean a, b ∈ R, c ∈ R\ {0,−1− 2, . . .}, y z ∈ C, con |z| < 1. La
función Hipergeométrica 2F1 (a, b, c, z) se define por medio de la serie de potencias:

2F1 (a, b, c, z) =
∞∑
k=0

(a)k (b)k
k! (c)k

zk, (3.12)

donde (a)k = Γ(a+k)
Γ(a)

.

Sin embargo, existe una representación integral de la función hipergeométrica
[Nikiforov, 1988, pag. 259] la cual también se usará, y por ello se presenta en el
siguiente teorema.

3.13 Teorema. Para a ∈ R, c > b > 0 y z ∈ C, con |z| < 1, la función hipergeomé-
trica 2F1 (a, b, c, z) tiene la siguiente representación integral:

2F1 (a, b, c, z) =
Γ (c)

Γ (b) Γ (c− b)

∫ 1

0

ub−1 (1− u)c−b−1 (1− zu)−a du. (3.13)

Ahora se pasará a demostrar la forma de la covarianza del mBf-RL.

3.14 Teorema. Para t > s > 0, la covarianza del mBf-RL está dada por:

CovRLH (t, s) =
tH+ 1

2 sH−
1
2(

H + 1
2

) (
Γ
(
H + 1

2

))2 2F1

(
1

2
−H, 1, H +

3

2
,
s

t

)
, (3.14)

donde 2F1 es la función hipergeométrica.

Demostración. Se usará que el proceso BRL
H es centrado ya que aśı se tiene que:

E
(
BRL
H (t)−BRL

H (s)
)2

= Var
(
BRL
H (t)

)
+ Var

(
BRL
H (t)

)
− 2E

(
BRL
H (t)BRL

H (s)
)
.

Nótese que, para t > 0:

Var
(
BRL
H (t)

)
=

1[
Γ
(
H + 1

2

)]2 E

(∫ t

0

(t− u)H−
1
2 dWu

)2

=
1[

Γ
(
H + 1

2

)]2 ∫ t

0

(t− u)2H−1 du

=
t2H−1[

Γ
(
H + 1

2

)]2 ∫ t

0

(
1− u

t

)2H−1

du

=
t2H[

Γ
(
H + 1

2

)]2 ∫ 1

0

(1− x)2H−1 dx, tomando x = u
t

=
t2H(

H + 1
2

) [
Γ
(
H + 1

2

)]2 2F1

(
1

2
−H, 1, H +

3

2
, 1

)
.
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Ahora, suponiendo que 0 < s < t:

E
(
BRL
H (t)−BRL

H (s)
)2

=
1[

Γ
(
H + 1

2

)]2 E

(∫ s

0
(t− u)H−

1
2 − (s− u)H−

1
2 dWu +

∫ t

s
(t− u)H−

1
2 dWu

)2

=
1[

Γ
(
H + 1

2

)]2 (∫ s

0

[
(t− u)H−

1
2 − (s− u)H−

1
2

]2
du+

∫ t

s
(t− u)2H−1 du

)
=

1[
Γ
(
H + 1

2

)]2 (∫ t

0
(t− u)2H−1 du+

∫ s

0
(s− u)2H−1 du

)
− 2[

Γ
(
H + 1

2

)]2 ∫ s

0
(t− u)H−

1
2 (s− u)H−

1
2 du

= Var
(
BRL
H (t)

)
+ Var

(
BRL
H (t)

)
− 2[

Γ
(
H + 1

2

)]2 ∫ s

0
(t− u)H−

1
2 (s− u)H−

1
2 du.

Por lo tal se tiene que:

CovRLH (t, s) = E
(
BRL
H (t)BRL

H (s)
)

=
1[

Γ
(
H + 1

2

)]2 ∫ s

0

(t− u)H−
1
2 (s− u)H−

1
2 du (3.15)

=
tH−

1
2 sH−

1
2[

Γ
(
H + 1

2

)]2 ∫ s

0

(
1− u

t

)H− 1
2
(

1− u

s

)H− 1
2
du

=
tH−

1
2 sH+ 1

2[
Γ
(
H + 1

2

)]2 ∫ 1

0

(
1− sv

t

)H− 1
2

(1− v)H−
1
2 dv, tomando v = u

s
,

=
tH−

1
2 sH+ 1

2(
H + 1

2

) [
Γ
(
H + 1

2

)]2 2F1

(
1

2
−H, 1, H +

3

2
,
s

t

)
.

Los siguientes resultados se prueban usando la isometŕıa de Itô y la propiedad de
que el proceso BRL

H es gausiano centrado.

3.15 Proposición. Para 0 < a < t y H ∈ (0, 1), se define el proceso:

RH (a, t) =
1[

Γ
(
H + 1

2

)]2 ∫ t

a

(t− u)H−
1
2dWu,

entonces
{RH (a, a+ t)}t≥0

D
=
{
BRL
H (t)

}
t≥0

.
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Demostración. Se probará que la covarianza de la variable aleatoria RH (a, a+ t)
es igual a la covarianza de BRL

H (t), para cada t > 0 y a ≤ t. Primero, obsérvese que
la varianza de RH (a, a+ t) está dada por:

Var (RH (a, a+ t)) = E (RH (a, a+ t))2

=
1[

Γ
(
H + 1

2

)]2 E

(∫ a+t

a

(a+ t− u)H−
1
2 dWu

)2

=
1[

Γ
(
H + 1

2

)]2 ∫ a+t

a

(a+ t− u)2H−1 du

=
t2H

2H
[
Γ
(
H + 1

2

)]2 .
Ahora, supóngase sin pérdida de generalidad que a ≤ s < t:

E (RH (a, a+ t)−RH (a, a+ s))
2

=
1[

Γ
(
H + 1

2

)]2 E

(∫ a+t

a

(t+ a− u)
H− 1

2 − (s+ a− u)
H− 1

2 dWu +

∫ a+t

a+s

(t+ a− u)
H− 1

2 dWu

)2

=
1[

Γ
(
H + 1

2

)]2 E

(∫ a+s

a

(a+ t− u)
H− 1

2 − (a+ s− u)
H− 1

2 dWu

)2

+
1[

Γ
(
H + 1

2

)]2 E

(∫ a+t

a+s

(a+ t− u)
H− 1

2 dWu

)2

+
2[

Γ
(
H + 1

2

)]2 E

(∫ a+s

a

(a+ t− u)
H− 1

2 − (a+ s− u)
H− 1

2 dWu

∫ a+t

a+s

(a+ t− u)
H− 1

2 dWu

)
=

1[
Γ
(
H + 1

2

)]2 ∫ a+t

a

[
(a+ t− u)

H− 1
2 − (a+ s− u)

H− 1
2

]2
du

+
1[

Γ
(
H + 1

2

)]2 ∫ a+t

a+s

(a+ t− u)
2H−1

du

=
1[

Γ
(
H + 1

2

)]2 {∫ a+t

a

(a+ t− u)
2H−1

du+

∫ a+s

a

(a+ s− u)
2H−1

du

}
− 2[

Γ
(
H + 1

2

)]2 ∫ a+s

a

(a+ t− u)
H− 1

2 (a+ s− u)
H− 1

2 du

= Var (RH (a, a+ t)) + Var (RH (a, a+ s))

− 2[
Γ
(
H + 1

2

)]2 ∫ a+s

a

(a+ t− u)
H− 1

2 (a+ s− u)
H− 1

2 du

y de aqúı se obtiene el valor de la covarianza del proceso RH (a, a+ t):
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E (RH (a, a+ t)RH (a, a+ s))

=
1[

Γ
(
H + 1

2

)]2 ∫ a+s

a

(a+ t− u)H−
1
2 (a+ s− u)H−

1
2 du

=
1[

Γ
(
H + 1

2

)]2 ∫ s

0

(t− x)H−
1
2 (s− x)H−

1
2 dx, tomando x = u− a,

= CovRLH (t, s) , ver ecuación (3.15).

Por lo tanto, las covarianzas de los procesos coinciden.

3.16 Proposición. Para 0 ≤ a ≤ t, sea R̃H (a, t) = BRL
H (t) − RH (a, t), entonces

los procesos:

{RH (a, a+ t)}t≥0 y
{
R̃H (a, a+ t)

}
t≥0

,

son independientes.

Demostración. Nótese que:

R̃H (a, a+ t) =
1[

Γ
(
H + 1

2

)]2 (∫ a+t

0
(a+ t− u)H−

1
2 dWu −

∫ a+t

a
(a+ t− u)H−

1
2 dWu

)
=

1[
Γ
(
H + 1

2

)]2 ∫ a

0
(a+ t− u)H−

1
2 dWu,

y además:

RH (a, a+ t) =
1[

Γ
(
H + 1

2

)]2 ∫ a+t

a

(a+ t− u)H−
1
2 dWu,

es decir, se puede observar que la variable aleatoria R̃H (a, a+ t) esta definida sobre
un intervalo de integración ajeno al intervalo de integración en donde esta definida la
variable aleatoria RH (a, a+ t), por lo cual la demostración se concluye por el hecho
de que el movimiento Browniano estándar W tiene incrementos independientes ((iv)
de la proposición (1.34)).

3.2.4. Propiedades asintóticas del mBf-RL

La principal propiedad asintótica del mBf-RL que se establece es una relación
entre el mBf-RL y el mBf-MV, la cual se realiza mediante una prueba heuŕıstica.
Esta relación es que el comportamiento asintótico del proceso de incrementos del
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mBf-RL coincide con el proceso de incrementos del mBf-MV y la prueba de ello re-
sulta del análisis de la covarianza del mBf-RL para tiempos suficientemente grandes.
Otra propiedad asintótica que se presenta del mBf-RL es que un movimiento Brow-
niano fraccionario aproxima el comportamiento asintótico que tiene el mBf-RL, es
decir para tiempos suficientemente grandes del mBf-RL, éste se comporta similar a
un movimiento Browniano fraccionario.

Para comenzar con el análisis del comportamiento asintótico del mBf-RL será con-
veniente reescribir la covarianza del mBf-RL de tal manera que quede separada en dos
términos, y para ello se usará la siguiente propiedad de la función hipergeométrica,
la cual puede ser encontrada en [Prudnikov, 2003, pag. 383] (igualdad 5):

2F1 (a, b, c, z) =

(
Γ (c) Γ (c− a− b)
Γ (c− a) Γ (c− b)

)
2F1 (a, b, a+ b− c+ 1, 1− z)

+

(
Γ (c) Γ (a+ b− c)

Γ (a) Γ (b)

)
(1− z)c−a−b 2F1 (c− a, c− b, c− a− b+ 1, 1− z) .

Aplicando esta propiedad a la función hipergeométrica de la covarianza del mBf-RL
(3.14) resulta que:

2F1

(
1

2
−H, 1, H +

3

2
,
s

t

)
=

(
Γ
(
H + 3

2

)
Γ (2H)

Γ (2H + 1) Γ
(
H + 1

2

)) 2F1

(
1

2
−H, 1, 1− 2H, 1− s

t

)
+

Γ
(
H + 3

2

)
Γ (−2H)

Γ
(

1
2 −H

)
Γ (1)

(
1− s

t

)2H

2F1

(
2H + 1, H +

1

2
, 2H + 1, 1− s

t

)
=

(
H + 1

2

2H

)
2F1

(
1

2
−H, 1, 1− 2H, 1− s

t

)
+

Γ
(
H + 3

2

)
Γ (−2H)

Γ
(

1
2 −H

) (
1− s

t

)2H

2F1

(
2H + 1, H +

1

2
, 2H + 1, 1− s

t

)
, (3.16)

La propiedad de simetŕıa de los dos primero parámetros de la función hipergeomé-
trica ( la cual se sigue inmediatamente de la definición (3.12)) implica que:

2F1

(
2H + 1, H +

1

2
, 2H + 1, 1− s

t

)
= 2F1

(
H +

1

2
, 2H + 1, 2H + 1, 1− s

t

)
. (3.17)

Por otro lado, de la definición (3.12) se obtiene que:

2F1

(
H +

1

2
, 2H + 1, 2H + 1, 1− s

t

)
=
∞∑
k=0

(
1 + s

t

)k
Γ
(
H + 1

2
+ k
)

k!Γ
(
H + 1

2

)
=
(

1−
(

1− s

t

))−(H+ 1
2)

=
(s
t

)−(H+ 1
2)
, (3.18)
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por lo que aplicando las propiedades dadas en las ecuaciones (3.17) y (3.18), la
función hipergeométrica inicial (3.16) queda:

2F1

(
1

2
−H, 1, H +

3

2
,
s

t

)
=

(
H + 1

2

2H

)
2F1

(
1

2
−H, 1, 1− 2H, 1− s

t

)
+

(t− s)2H t−(H+ 1
2)Γ

(
H + 3

2

)
Γ (−2H)

tH−
1
2 Γ
(

1
2
−H

) . (3.19)

De esta manera, sustituyendo la forma anterior de la función hipergeométrica (3.19)
en la covarianza del mBf-RL (3.14), la covarianza del mBf-RL queda separada en dos
términos como sigue:

CovRLH (t, s) =

[
tH+ 1

2 sH−
1
2

2H
(
Γ
(
H + 1

2

))2

]
2F1

(
1

2
−H, 1, 1− 2H, 1− s

t

)
+

(t− s)2H Γ (−2H)

Γ
(
H + 1

2

)
Γ
(

1
2
−H

) para t > s. (3.20)

Otra propiedad de la función hipergeométrica es:

2F1 (a, b, 2b, z) = (1− z)−
a
2

2F1

(
a

2
, b− a

2
, b+

1

2
,

z2

4z − 4

)
, (3.21)

la cual puede consultarse en [Prudnikov, 2003, pag. 386] (igualdad 64).
Aplicando esta última propiedad a 2F1

(
1, 1

2
−H, 1− 2H, 1− s

t

)
se obtiene que:

2F1

(
1,

1

2
−H, 1− 2H, 1− s

t

)
=
(s
t

)−1/2

2F1

(
1

2
,−H, 1−H,−(t− s)2

4ts

)
. (3.22)

Por lo que ahora la covarianza dada en la ecuación (3.20) queda:

CovRLH (t, s) =

[
tHsH

2H
(
Γ
(
H + 1

2

))2

]
2F1

(
1

2
,−H, 1−H,−(t− s)2

4ts

)

+
(t− s)2H Γ (−2H)

Γ
(
H + 1

2

)
Γ
(

1
2
−H

) . (3.23)

Finalmente, usando la identidad algebráica: 2ab = a2 + b2 − (a− b)2, la covarianza
de la ecuación (3.23) se puede expresar como:

CovRLH (t, s) =
1

2

[
t2H + s2H −

(
sH − tH

)2

2H
(
Γ
(
H + 1

2

))2

]
2F1

(
1

2
,−H, 1−H,− τ 2

4ts

)
+

τ 2HΓ (−2H)

Γ
(
H + 1

2

)
Γ
(

1
2
−H

) , (3.24)



3. Representación Integral del Movimiento Browniano fraccionario 85

donde t− s = τ ≥ 0.
Hasta aqúı se puede observar que la covarianza se separó en dos partes en la que

una es no estacionaria y otra śı lo es, donde el término con τ 2H es la parte estacionaria.

Para hacer el análisis del comportamiento al largo plazo del proceso mBf-RL se
considerará que t > s >> 1 tal que τ << s, donde los simbolos >> y << denotan
mucho mayor que y mucho menor que, respectivamente. Bajo estas condiciones se
cumplen los siguientes dos incisos:
a)

2F1

(
1

2
,−H, 1−H,− τ 2

4ts

)
=

Γ (−H + 1)

Γ (−H) Γ (1)

∫ 1

0

u−H−1

(
1− τ 2

4ts
u

)− 1
2

du

= −H
∫ 1

0

u−H−1

(
1− τ 2

4ts
u

)− 1
2

du

≈ −H
∫ 1

0

u−H−1du

= 1,

por lo que

2F1

(
1

2
,−H, 1−H,− τ 2

4ts

)
≈ 1, cuando τ ≈ 0.

b) (
sH − tH

)2
=
[
sH − (s+ τ)H

]2

≈ 0, cuando τ ≈ 0.

Con los incisos a) y b), la covarianza del mBf-RL a largo plazo, dicho de otra manera,
la covarianza asintótica del mBf-RL, denotada por CovaH , se puede aproximar con la
función:

1

2

(
t2H + s2H

2H
[
Γ
(
H + 1

2

)]2
)

+
Γ (−2H)

Γ
(
H + 1

2

)
Γ
(

1
2
−H

) (t− s)2H

la cual se puede simplificar tomando

CH = Var
(
BRL
H (1)

)
=

1

2H
(
Γ
(
H + 1

2

))2 ,

y

DH =
−4HΓ

(
H + 1

2

)
Γ (−2H)

Γ
(

1
2
−H

) ,

de la siguiente manera:
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1

2

(
t2H + s2H

2H
[
Γ
(
H + 1

2

)]2
)

+
Γ (−2H)

Γ
(
H + 1

2

)
Γ
(

1
2
−H

) (t− s)2H

=
CH
2

[
t2H + s2H

]
+

(t− s)2H Γ (−2H)

Γ
(
H + 1

2

)
Γ
(

1
2
−H

)
=
CH
2

[
t2H + s2H

]
+
CH
2

(t− s)2H 4HΓ
(
H + 1

2

)
Γ (−2H)

Γ
(

1
2
−H

)
=
CH
2

[
t2H + s2H − (t− s)2H DH

]
,

aśı, se tiene que:
CH
2

[
t2H + s2H − (t− s)2H DH

]
≈ CovaH .

Para abreviar, se denotará por Covaa
H a la función que se aproxima a CovaH , es decir:

CovaaH (t, s) =
CH
2

[
t2H + s2H − (t− s)2H DH

]
, ∀t, s ∈ T , con t > s.

Ahora, examinando la función gamma en los coeficientes CH y DH , se observa que:
i) Para H > 0 se tiene que CH > 0 .
ii) 0 < H < 1 es el menor intervalo en el que DH ≥ 1.
iii) Para H = 1

2
, DH no esta definida.

Considerando esta información, se tomará H ∈ (0, 1), con H 6= 1
2
, para probar

que la función CovaaH es una covarianza, es decir si, en efecto, es positiva definida.
Obsérvese que para t > s >> 1, t− s << t y H ∈ (0, 1):

CovaaH (t, s) ∼= t2H + s2H − (t− s)2H DH ,

donde ∼= simboliza que tienen la misma forma salvo constantes positivas.
Por otro lado, para t > s ≥ 0, la covarianza del mBf-MV tiene la forma:

CovMV
H (t, s) ∼= |t|2H + |s|2H − |t− s|2H , con 0 < H < 1,

por lo cual:

CovaaH (t, t) ∼= CovMV
H (t, t) , ∀t >> 1, con 0 < H < 1. (3.25)

Además, nótese que para cada ε > 0 suficientemente pequeño, existen t > s >> 1
tales que t− s < ε << s, con lo cual se sigue:

t2H + s2H − (t− s)2H DH ≈ t2H + s2H − (t− s)2H ,

para t > s >> 1 y t− s << s. Aśı, se concluye que:

CovaaH (t, s) ∼= CovMV
H (t, s) , ∀t > s >> 1, con t− s << t y H ∈ (0, 1). (3.26)
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Por las ecuaciones (3.25) y (3.26), se llega a que la función CovaaH (t, s) tiene la
misma forma que la covarianza CovMV

H (t, s), salvo constantes positivas para t >
s >> 1, t − s << s y H ∈ (0, 1), con lo cual se concluye que la función CovaaH (t, s)
es positiva definida. Luego, debido a que el mBf-RL es un proceso gausiano con
función de covarianza asintótica igual a CovaaH , implica que se esta aproximando
al comportamiento asintótico del mBf-RL por medio de un proceso gausiano con
covarianza dada por CovaaH , el cual se denotará por Baa

H . Ahora se verá que el proceso
Baa
H es un proceso autosimilar con incrementos estacionarios.

Primero se verificará que el proceso Baa
H es autosimilar. Sea b > 0 y t, s ∈ T , aśı:

CovaaH (bt, bs) =
CH
2

[
(bt)2H + (bs)2H − (bt− bs)2H DH

]
=
CHb

2H

2

[
t2H + s2H − (t− s)2H DH

]
= b2HCovaaH (t, s) ,

por lo cual el proceso Baa
H es autosimilar.

Ahora se mostrará que el proceso Baa
H tiene incrementos estacionarios. Sea t ∈ T

y h > 0, de aqúı:

Var (Baa
H (t+ h)−Baa

H (h)) = Var (Baa
H (t+ h)) + Var (Baa

H (h))− 2CovaaH (t+ h, h)

= CH (t+ h)2H + CHh
2H

− CH
[
(t+ h)2H + h2H − t2HDH

]
= t2HDH ,

por lo cual la variable aleatoria Baa
H (t+ h)−Baa

H (h) no depende de h, lo que prueba
que el proceso Baa

H tiene incrementos estacionarios.

De esta manera se tiene que el proceso Baa
H es un proceso gausiano, autosimilar y

con incrementos estacionarios, es decir el proceso Baa
H es un movimiento Browniano

fraccionario, por lo tanto hasta el momento se puede decir que el comportamiento
asintótico del mBf-RL se puede aproximar por un movimiento Browniano fracciona-
rio, dicho de otra manera, el mBf-RL tiene la propiedad asintótica de que es muy
parecido a un movimiento Browniano fraccionario, recalcando aśı que no son el mismo
proceso.

Sin embargo, lo que concierne a continuación es probar que el proceso Baa
H tiene

el mismo proceso de incrementos que el mBf-MV. Para verificarlo primeramente se
calculará la covarianza del proceso de incrementos del Baa

H . Sean t > s >> h > 0:
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Covaa∆ (t, s, h) = E [(Baa
H (t+ h)−Baa

H (t)) (Baa
H (s+ h)−Baa

H (s))]

= E (Baa
H (t+ h)Baa

H (s+ h)) + E (Baa
H (t)Baa

H (s))

− E (Baa
H (t+ h)Baa

H (s))− E (Baa
H (s+ h)Baa

H (t))

= CovaaH (t+ h, s+ h) + CovaaH (t, s)

− CovaaH (t+ h, s)− CovaaH (t, s+ h)

=
CH
2

[
(t+ h)2H + (s+ h)2H −DH (t− s)2H

]
+
CH
2

[
t2H + s2H −DH (t− s)2H

]
− CH

2

[
(t+ h)2H + s2H −DH (t− s− h)2H

]
− CH

2

[
t2H + (s+ h)2H −DH (t− s+ h)2H

]
=
CHDH

2

[
(t− s+ h)2H + (t− s− h)2H − 2 (t− s)2H

]
,

luego, de igual manera se calculará la covarianza del proceso de incrementos del
mBf-MV. Para t > s >> h > 0:

CovMV
∆ (t, s, h) = E

[(
BMV
H (t+ h)−BMV

H (t)
) (
BMV
H (s+ h)−BMV

H (s)
)]

= CovMV
H (t+ h, s+ h) + CovMV

H (t, s)

− CovMV
H (t+ h, s)− CovMV

H (t, s+ h)

=
VH
2

[
(t− s+ h)2H + (t− s− h)2H − 2 (t− s)2H

]
,

ya que se puede probar que VH = CHDH [Lim, 1995, pag.316], entonces Covaa∆ (t, s, h)
coincide exactamente con CovMV

∆ (s, t, h), para t > s >> h > 0. Es decir el proceso
de incrementos del proceso Baa

H coincide con el proceso de incrementos del mBf-MV.

En resumen se obtuvo que el proceso Baa
H es la aproximación que se tiene al com-

portamiento asintótico del mBf-RL, por lo cual se puede concluir que:
1) El mBf-RL asintótico tiene un comportamiento muy parecido al mBf. Es decir
para valores suficientemente grandes del mBf-RL, éste se parece al mBf, más no son
el mismo proceso.
2) El proceso de incrementos del mBf-RL asintótico coincide con el proceso de incre-
mentos del mBf.
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3.2.5. Aproximación del mBf-RL mediante Semimartingalas

Para empezar, cabe destacar que el mBf-RL no es una semimartingala, esto se
puede ver a partir de la representación:

BMV
H (t) :=

1

Γ
(
H + 1

2

) [∫ 0

−∞
(t− u)

H− 1
2 − (−u)

H− 1
2 dWu +

∫ t

0

(t− u)
H− 1

2 dWu

]
,

donde se sabe que el proceso BMV
H no es una semimartingala, por lo tal se concluye

que el proceso: ∫ t

0

(t− u)H−
1
2 dWu

tampoco lo es.

Hasta el momento se ha visto que a pesar de que el mBf-RL tiene una repre-
sentación más simple que el mBf, es menos rico en propiedades que el mBf. Sin
embargo, una ventaja que tiene el mBf-L es que aunque no es una semimartingala
se le puede aproximar de manera natural mediante semimartingalas, por lo cual se
ha decidido desarrollar la prueba de esta aproximación.

El siguiente lema presenta la familia de semimartingalas con las cuales se apro-
ximará al mBf-RL.

3.17 Lema. Para cada ε > 0, sea

Bε
t =

∫ t

0

(t− u+ ε)H−
1
2dWu,

donde 0 < H < 1, con H 6= 1
2
, y donde el proceso {Wu}u≥0 es el movimiento

Browniano estándar, entonces el proceso {Bε
t }t≥0 es una semimartingala.

Demostración. Para cada ε > 0, considérese el proceso {χεt}t≥0, definido como:

χεt =

∫ t

0

(t− u+ ε)α−1dWu,

donde α = H − 1
2
, es decir α ∈

(
−1

2
, 1

2

)
ya que H ∈ (0, 1).
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∫ t

0

χεsds =

∫ t

0

∫ s

0

(s− u+ ε)α−1dWuds

=

∫ s

0

∫ t

0

(s− u+ ε)α−1dsdWu, por el teorema de Fubini estocástico,

=

∫ s

0

∫ u

0

(s− u+ ε)α−1dsdWu +

∫ s

0

∫ t

u

(s− u+ ε)α−1dsdWu

=

∫ s

0

∫ t

u

(s− u+ ε)α−1dsdWu, ya que u ≤ s,

=

∫ t

0

∫ t

u

(s− u+ ε)α−1dsdWu −
∫ t

s

∫ t

u

(s− u+ ε)α−1dsdWu

=

∫ t

0

∫ t

u

(s− u+ ε)α−1dsdWu, ya que u ≤ s,

=
1

α

[∫ t

0

(t− u+ ε)αdWu − εαWt

]
=

1

α
[Bε

t − εαWt] ,

por lo cual se tiene que:

Bε
t = α

∫ t

0

χεsds+ εαWt,

de esta manera se obtiene que el proceso {Bε
t }t≥0 es una semimartingala.

A continuación se presenta la aproximación del mBf-RL mediante semimartin-
galas.

3.18 Teorema. El proceso {Bε
t }t≥0 converge al proceso

{
BRL
H (t)

}
t≥0

en L2 (Ω,F , P )

cuando ε→ 0 y, además, esta convergencia es uniforme con respecto a t ∈ [0, T ].

Demostración. Considérese la siguiente desigualdad:

(a+ b)α ≤ aα + bα,

la cual se cumple para toda a, b > 0 y toda α ∈ [0, 1].
Ahora, aplicando la desigualdad anterior al cálculo de la convergencia se obtiene:
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E
∣∣Bε

t −BRL
H (t)

∣∣2 = E

(∫ t

0

(t− u+ ε)αdWu −
∫ t

0

(t− u)αdWu

)2

= E

(∫ t

0

(t− u+ ε)α − (t− u)αdWu

)2

=

∫ t

0

E [(t− u+ ε)α − (t− u)α]
2
du, por la isometŕıa de Itô,

=

∫ t

0

[(t− u+ ε)α − (t− u)α]
2
du

≤
∫ t

0

[(t− u)α + εα − (t− u)α]
2
du, usando la desigualdad,

=

∫ t

0

ε2αdu

= ε2αt,

por lo tanto

E
∣∣Bε

t −BRL
H (t)

∣∣2 ≤ ε2αT, ∀t ∈ [0, T ] . (3.27)



Caṕıtulo 4

Integración estocástica con
respecto al mBf

En el caṕıtulo 2 se ha visto que el movimiento Browniano fraccionario no es
una semimartigala excepto cuando H = 1

2
, es decir cuando se trata del movimiento

Browniano estándar. Como consecuencia de ello el cálculo de Itô no puede aplicarse
a este proceso y por lo cual se empezaron a desarrollar otros métodos alternativos
para definir la integral estocástica con respecto al mBf y aśı resolver las ecuaciones
diferenciales estocásticas del tipo:

Xt = X0 +

∫ t

0

σ (Xs) dB
H
s +

∫ t

0

b (Xs) ds, t ∈ [0, T ] . (4.1)

En el art́ıculo de Lin ([Lin, 1995]) y en el art́ıculo de Dai y Heyde ([Dai, Heyde,
1996]) se ha definido la integral estocástica:

∫ t
0
σsdB

H
s , como un ĺımite de sumas de

Riemann en L2, pero sólo para el caso H > 1
2
. Sin embargo con este enfoque no

se cumple que E
(∫ t

0
σsdB

H
s

)
= 0. Para atender a este defecto, un nuevo tipo de

integral (con media cero) fué definida para H > 1
2

por Duncan, Hu y Pasik-Duncan
en el art́ıculo [Duncan, Hu, Pasik-Duncan, 2000] usando los productos de Wick (ver
[Mishura, 2008, pag. 141]).

Luego, Carmona, Coutin y Montseny en el art́ıculo [Coutin, 2002] desarrollaron
una construcción de la integral estocástica con respecto al mBf, con H ∈ (0, 1), por
medio de un ĺımite de integrales las cuales se aproximan mediante semimartingalas.
En este enfoque las técnicas del cálculo de Malliavin son esenciales para establecer
la existencia de las integrales.

Este caṕıtulo tiene como objetivo presentar la integral estocástica con respecto al
movimiento Browniano fraccionario sin llegar a usar el cálculo de Malliavin [Nualart,
2000]. La intención de este caṕıtulo es dar un enfoque informativo sobre el tema.

Para definir la integral con respecto al mBf se tendrán dos casos: cuando H > 1
2

y cuando H < 1
2
. En el caso H > 1

2
se aprovecha el hecho de que las trayectorias del

movimiento Browniano fraccionario son suficientemente regulares y con ello se puede

92
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aplicar la integral de Young [Nourdin, 2012, pag. 23]. Para el caso H < 1
2

se usa la
teoŕıa de los procesos con trayectorias rugosas, denominada en inglés como rough
paths (ver [Coutin, 2002]), con la cual sólo se alcanza a definir la integral estocástica
con respecto al mBf para H > 1

6
.

4.1. Integración con respecto al mBf cuando H > 1
2

En esta sección se usará la integral de Young para definir la integral con respecto
al mBf cuando H > 1

2
con ayuda de las ideas presentadas en el libro [Nourdin, 2012,

pag. 23]. Para ello se hará una introducción de los conceptos necesarios.

Sea T > 0 fija. Luego, para cada l ∈ N se denotará por C l al conjunto de funciones
g : [0, T ]→ R que son l veces diferenciables y cuya l-ésima derivada es continua. C 0

denotará el conjunto de funciones continuas.
Por otro lado, para cada α ∈ [0, 1] se denotará por Cα al conjunto de funciones

α-Hölderianas, el cual es el conjunto de funciones f : [0, T ]→ R que satisfacen:

|f |α := sup
0≤s<t≤T

|f (t)− f (s)|
(t− s)α

<∞. (4.2)

Recuérdese que:
|f |∞ := sup

t∈[0,T ]

|f (t)| , (4.3)

aśı, ahora se puede presentar la norma definida en el conjunto Cα:

‖f‖α := |f |α + |f |∞ . (4.4)

Sea f ∈ Cα fija, luego se define el operador Tf : C 1 → C 1 como:

Tf (g) (t) =

∫ t

0

f (u) dg (u) =

∫ t

0

f (u) g′ (u) du, t ∈ [0, T ] , (4.5)

donde g ∈ C 1.
Aśı, para s, t ∈ [0, T ], con s < t, se tiene que:

Tf (g) (t)− Tf (g) (s) =

∫ t

s

f (u) g′ (u) du. (4.6)

Con los conceptos anteriores se define la siguiente función para cada n ∈ N:

Jn (f, g, s, t) =
2n∑
k=1

f

(
s+

k

2n
(t− s)

)
×
{
g

(
s+

k

2n
(t− s)

)
− g

(
s+

(k − 1)

2n
(t− s)

)}
, (4.7)
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donde f ∈ Cα y g ∈ C 1. Obsérvese que cada Jn representa una suma de Riemann-
Stieltjes, por lo cual la sucesión de funciones {Jn (f, g, s, t)}n∈N tiene el siguiente
ĺımite:

ĺım
n→∞

Jn (f, g, s, t) =

∫ t

s

f (u) g′ (u) du. (4.8)

Por otro lado se puede hacer un reordenamiento con los términos de Jn en la
ecuación (4.7) para separar los términos que ya estaban en Jn−1 con los términos que
se agregaron para formar Jn, quedando como sigue:

Jn (f, g, s, t) =
2n−1∑
k=1

f

(
s+

2k

2n
(t− s)

)
×
{
g

(
s+

2k

2n
(t− s)

)
− g

(
s+

(
2k − 1

2n

)
(t− s)

)}

+
2n−1∑
k=1

f

(
s+

(
2k − 1

2n

)
(t− s)

)
×
{
g

(
s+

(
2k − 1

2n

)
(t− s)

)
− g

(
s+

(
(2k − 2)

2n

)
(t− s)

)}
,

con lo cual se llega a que:

Jn (f, g, s, t)− Jn−1 (f, g, s, t)

= −
2n−1∑
k=1

[
f

(
s+

2k

2n
(t− s)

)
− f

(
s+

(2k − 1)

2n
(t− s)

)]
×
[
g

(
s+

(2k − 1)

2n
(t− s)

)
− g

(
s+

(2k − 2)

2n
(t− s)

)]
.

Por lo tanto para cualquier β ∈ [0, 1] se obtiene lo siguiente:

|Jn (f, g, s, t)− Jn−1 (f, g, s, t)|

≤
2n−1∑
k=1

∣∣∣∣f (s+
2k

2n
(t− s)

)
− f

(
s+

(2k − 1)

2n
(t− s)

)∣∣∣∣
×
∣∣∣∣g(s+

(2k − 1)

2n
(t− s)

)
− g

(
s+

(2k − 2)

2n
(t− s)

)∣∣∣∣
≤

2n−1∑
k=1

(t− s)α

2nα
(t− s)β

2nβ
|f |α |g|β =

2n−1

2n(α+β)
(t− s)α+β |f |α |g|β

=
2−n(α+β−1)

2
(t− s)α+β |f |α |g|β ,
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es decir,

|Jn (f, g, s, t)− Jn−1 (f, g, s, t)| ≤ 2−n(α+β−1)

2
(t− s)α+β |f |α |g|β . (4.9)

Ahora, tomando la sumatoria sobre n ≥ 1 en la diferencia de las J ′ns se sigue que:

∞∑
n=1

Jn (f, g, s, t)− Jn−1 (f, g, s, t) = ĺım
n→∞

Jn (f, g, s, t)− J0 (f, g, s, t)

=

∫ t

s

f (u) g′ (u) du− f (t) [g (t)− g (s)] ,

luego, usando la desigualdad (4.9) obtiene que:∣∣∣∣∫ t

s

f (u) g′ (u) du− f (t) [g (t)− g (s)]

∣∣∣∣ ≤ ∞∑
n=1

|Jn (f, g, s, t)− Jn−1 (f, g, s, t)|

≤
∞∑
n=1

2−n(α+β−1)

2
(t− s)α+β |f |α |g|β ,

de aqúı se denotará por Sα,β a la expresión 1
2

∑∞
n=1 2−n(α+β−1), de esta manera se

tiene que:∣∣∣∣∫ t

s

f (u) g′ (u) du− f (t) [g (t)− g (s)]

∣∣∣∣ ≤ Sα,β (t− s)α+β |f |α |g|β . (4.10)

Es necesario observar que Sα,β <∞ cuando β > 1− α, por lo cual se fijará un β tal
que β > 1− α.

A continuación usando la desigualdad (4.10) se obtendrá una desigualdad para
la integral

∫ t
s
f (u) g′ (u) du por medio del siguiente análisis por casos.

Caso 1: De la desigualdad (4.10), si∫ t

s

f (u) g′ (u) du− f (t) [g (t)− g (s)] ≤ Sα,β (t− s)α+β |f |α |g|β ,

entonces: ∫ t

s

f (u) g′ (u) du ≤ f (t) [g (t)− g (s)] + Sα,β (t− s)α+β |f |α |g|β

≤ |f |∞ |g|β (t− s)β + Sα,β (t− s)α+β |f |α |g|β .
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Caso 2: De la desigualdad (4.10), si

f (t) [g (t)− g (s)]−
∫ t

s

f (u) g′ (u) du ≤ Sα,β (t− s)α+β |f |α |g|β ,

entonces:

−
∫ t

s

f (u) g′ (u) du ≤ Sα,β (t− s)α+β |f |α |g|β − f (t) [g (t)− g (s)]

≤ Sα,β (t− s)α+β |f |α |g|β + |f |∞ |g|β (t− s)β .

Y aśı, por el caso 1 y 2 se llega a que:∣∣∣∣∫ t

s

f (u) g′ (u) du

∣∣∣∣ ≤ Sα,β (t− s)α+β |f |α |g|β + |f |∞ |g|β (t− s)β

y por lo cual:∣∣∣∣∫ t

s

f (u) g′ (u) du

∣∣∣∣ ≤ Sα,βT
α (t− s)β ‖α‖ |g|β + ‖f‖α |g|β (t− s)β

= (1 + Sα+βT
α) ‖f‖α |g|β (t− s)β .

Como consecuencia inmediata de la desigualdad anterior se siguen las siguientes dos
desigualdades: ∣∣∣∣∫ ·

0

f (u) g′ (u) du

∣∣∣∣
β

≤ (1 + Sα+βT
α) ‖f‖α |g|β , (4.11)

y ∣∣∣∣∫ ·
0

f (u) g′ (u) du

∣∣∣∣
∞
≤ (1 + Sα+βT

α)T β ‖f‖α |g|β . (4.12)

Por lo tanto:∥∥∥∥∫ ·
0

f (u) g′ (u) du

∥∥∥∥
β

=

∣∣∣∣∫ ·
0

f (u) g′ (u) du

∣∣∣∣
β

+

∣∣∣∣∫ ·
0

f (u) g′ (u) du

∣∣∣∣
∞

≤ (1 + Sα+βT
α) ‖f‖α |g|β

+ (1 + Sα+βT
α)T β ‖f‖α |g|β , por (4.11) y (4.12).

= (1 + Sα+βT
α)
(
1 + T β

)
‖f‖α ‖g‖β , ya que |g|β ≤ ‖g‖β.

Es decir, se ha llegado a que el operador Tf (g) =
∫ ·

0
f (u) g′ (u) du es acotado con

respecto a la norma ‖·‖β y por lo tanto es continuo.
El siguiente teorema es la última herramienta necesaria para definir la integral

de Young.
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4.1 Teorema. Sea f ∈ Cα, con α ∈ (0, 1), y sea β ∈ (0, 1) tal que β + α > 1,
entonces el operador lineal Tf : C 1 ⊂ Cβ → Cβ definido por Tf (g) =

∫ ·
0
f (u) g′ (u) du

es continuo con respecto a la norma ‖·‖β. Además, por densidad, el operador Tf se

extiende de manera única a un operador Tf : Cβ → Cβ.

4.2 Definición. Sea f ∈ Cα y g ∈ Cβ tal que β + α > 1. La Integral de Young∫ ·
0
f (u) dg (u) esta bien definida como el valor del operador Tf (g).

Recordando la proposición (2.14), ésta afirma que las trayectorias del mBf son
β-hölderianas para toda β ∈ (0, 1), por lo cual se puede definir la integral estocástica
con respecto al movimiento Browniano fraccionario con la integral de Young para
toda β > 1− α.

Sin embargo, la desventaja de la integral de Young para definir la integral es-
tocástica con respecto al movimiento Browniano fraccionario se presenta en el si-
guiente teorema, donde se afirma que se pueden resolver ecuaciones diferenciales del
tipo:

Xt = X0 +

∫ t

0

σ (Xs) dB
H
s +

∫ t

0

b (Xs) ds, t ∈ [0, T ] ,

sólo para H ∈
(

1
2
, 1
)
.

4.3 Teorema. Sea φ : R2 → R una función en C 2, y sean f, g ∈ Cα, con α ∈
(1/2, 1], entonces las integrales:∫ ·

0

∂φ

∂f
(f (u) , g (u)) df (u) , (4.13)

y ∫ ·
0

∂φ

∂g
(f (u) , g (u)) dg (u) , (4.14)

estan bien definidas como integrales de Young. Además, para toda t ∈ [0, T ] se tiene
que:

φ (f (t) , g (t)) = φ (f (0) , g (0)) +

∫ t

0

∂φ

∂f
(f (u) , g (u)) df (u)

+

∫ t

0

∂φ

∂g
φ (f (u) , g (u)) dg (u) . (4.15)

4.2. Integración con respecto al mBf cuando H < 1
2

La integral estocástica con respecto al mBf con ı́ndice H < 1
2

se puede definir
directamente por medio de la integral de Young, sin embargo el problema está en
que no se puede aplicar el teorema (4.3) debido a que las trayectorias del proceso BH

son β-hölderianas con β ∈
(
0, 1

2

)
. Por tal razón se busca otra manera de definir la
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integral estocástica con el fin de obtener un resultado similar al teorema (4.3) pero
ahora para H ∈

(
0, 1

2

)
.

La siguiente definición se usará para definir la integral estocástica respecto al
mBf.

4.4 Definición. Sean X = (Xt)t∈[0,T ] y Y = (Yt)t∈[0,T ] procesos estocásticos conti-
nuos. Se define la integral simétrica del proceso Y respecto al proceso X como:∫ T

0

Ysd
◦Xs = ĺım

n→∞

n−1∑
k=0

1

2

(
Y (k+1)T

n

+ Y kT
n

)(
X (k+1)T

n

+X kT
n

)
, (4.16)

siempre y cuando el ĺımite existe en probabilidad.

4.5 Teorema. Sea BH un movimiento Browniano fraccionario con ı́ndice de auto-
similaridad H > 1

6
, T > 0 fijo y f : R→ R, una función en C∞ con un crecimiento

polinomial junto con todas sus derivadas, entonces la integral
∫ T

0
f ′
(
BH
s

)
d◦BH

s existe
en el sentido de la definición (4.4), y se tiene que:

f
(
BH
T

)
= f (0) +

∫ T

0

f ′
(
BH
s

)
d◦BH

s . (4.17)

Este teorema proporciona la existencia de la solución de la ecuación (4.17) con
la desventaja de que es para un conjunto muy restringido de integrales, ya que a la
función f en el teorema (4.5) se le pide que tenga un crecimiento polinomial, que
tenga todas sus derivadas y que se encuentre en C∞, y además el resultado es sólo
para H > 1

6
. Por otro lado, la ventaja que tiene este teorema es que no usa la teoŕıa

del cálculo de Malliavin, el cual requiere de muchas herramientas para estudiarlo.
La demostración del teorema (4.5) es muy larga y por lo cual se omite en esta

sección, sin embargo puede consultarse en [Nourdin, 2012, pag. 32].



Conclusiones

El resultado más relevante que se presentó en el primer caṕıtulo de la tesis es
que para probar la igualdad en distribución de procesos gausianos centrados sólo es
necesario verificar que sus funciones de covarianza coincidan. Este resultado sirvió de
gran ayuda para demostrar de una manera muy sencilla que el movimiento Browniano
fraccionario es un proceso autosimilar, y cuya propiedad es fundamental.

Otro detalle que se puede resaltar del caṕıtulo 1 es que el movimiento Browniano
fraccionario es una generalización del movimiento Browniano en el sentido de que
el movimiento Browniano es autosimilar de ı́ndice 1

2
mientras que el movimiento

Browniano fraccionario extiende ese ı́ndice al conjunto (0, 1), obteniendo como caso
particular al movimiento Browniano cuando el ı́ndice es 1

2
.

Del caṕıtulo 2 se destacan las caracterizaciones del movimiento Browniano frac-
cionario, es decir el hecho de que un proceso gausiano autosimilar y con incrementos
estacionarios es equivalente a un proceso gausiano centrado con función de covarianza
dada por:

Cov (Xt, Xs) =
1

2

(
t2H + s2H − |t− s|2H

)
Var (X1) , ∀t, s ∈ T.

Además, las propiedades del movimiento Browniano fraccionario que contrastan
con las propiedades del movimiento Browniano clásico es que el mBf no es semi-
martingala, tiene dependencia a largo plazo en sus incrementos y no es un proceso
de Markov.

En el caṕıtulo 3 se analizaron algunas de las diferencias y a su vez coincidencias
entre el movimiento Browniano fraccionario y el movimiento Browniano fraccionario
de Riemann-Liouville, como el hecho de que para tiempos suficientemente grandes el
mBf-RL tiene un comportamiento muy parecido al mBf, con lo cual se deja al criterio
del lector usar al movimiento Browniano fraccionario de Riemann-Liouville como un
movimiento Browniano fraccionario, como se ha usado en los art́ıculos mencionados
en el caṕıtulo.

Por último, el caṕıtulo 4 es consecuencia inmediata del hecho de que el movimiento
Browniano fraccionario no es semimartingala, ya que por esta razón no se le puede
aplicar el cálculo de Itô para definir la integral estocástica respecto al mBf. Este
caṕıtulo en śı se quedó corto en el estudio de la integral estocástica respecto al mBf,
debido a que se ocupan otras teoŕıas distintas a la del Cálculo de Itô para poder

99
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definir la integral, y aunque se alcanzó a dar una idea del tema, sin usar muchos
conceptos nuevos, se espera como trabajo a futuro profundizar más en ello.
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