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Resumen

La presente tesis tiene como objetivo estudiar el movimiento Browniano frac-
cionario (como lo dice el mismo titulo de la tesis), sin embargo el estudio de este
proceso es muy basto por lo que cabe destacar que esta tesis se enfoca en conjuntar
y desarrollar las principales propiedades del mismo. La razén por la que se aborda
este proceso como trabajo de tesis es debido a que no se le ha dado la suficiente
divulgacion a pesar de que se tiene una amplia gama de aplicaciénes del mismo y se
conoce desde 1940 ya que fué presentado por Kolmogorov.

Para atender a un mejor entendimiento del movimiento Browniano fraccionario
se exponen algunos resultados de la teoria de procesos gausianos que ayudaran al
lector a tener una base tedrica para partir al estudio del proceso.

La ventaja del estudio del movimiento Browniano fraccionario es que los conocimien-
tos necesarios para el desarrollo de las propiedades del proceso resultan no ser com-
plicadas dentro de la teoria de probabilidad y procesos estocasticos. La verdadera
dificultad se presenta cuando se tabaja en definir la integral estocastica con respecto
al movimiento Browniano fraccionario debido a que, para tener mejores resultados,
se necesita del estudio de otras teorias como el célculo de Malliavin.
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Introduccion

La motivacién que se tuvo para empezar este trabajo fué estudiar una aproxi-
macion al movimiento Browniano fraccionario, especificamente una de las aproxima-
ciones que estan dadas en el articulo [Cavanzo, 2005], ya que actualmente se conocen
muchas aproximaciones al movimiento Browniano a comparacién con el movimiento
Browniano fraccionario. Sin embargo, durante el estudio del movimiento Browni-
ano fraccionario nos percatamos que éste tiene varias propiedades interesantes que
contrastan con las propiedades del movimiento Browniano estandar, por lo cual se
decidié resaltar las propiedades basicas del movimiento Browniano fraccionario lle-
gando, de esta manera, a establecer el objetivo principal de la presente tesis.

El objetivo de la tesis es desarrollar las propiedades basicas del movimiento Brow-
niano fraccionario para analizar ciertas propiedades que difieren y otras que coinciden
con el movimiento Browniano. Este desarrollo se llevard a cabo usando como base
fundamental la teoria de procesos gausianos entre otros conceptos basicos de la teoria
de procesos estocasticos.

Debido a que el movimiento Browniano fraccionario es un proceso gausiano, en
el primer capitulo se presentan algunos resultados de la teoria de procesos gausianos
que ayudaran a probar varias propiedades del movimiento Browniano fraccionario.
Se comienza con una pequena introducciéon a las variables aleatorias gausianas y
vectores aleatorios gausianos para culminar con el estudio de procesos gausianos y
algunos ejemplos de éstos.

En el capitulo 2 se establece la definicién del movimiento Browniano fraccionario
junto con sus propiedades basicas, como lo son: la regularidad y no diferenciabilidad
de sus trayectorias, la a-variacién del proceso, la propiedad de que no es semimartin-
gala, la dependencia a largo plazo del proceso y la propiedad no markoviana. Para
culminar el capitulo se presenta un analisis que expresa la manera en la que el estudio
del movimiento Browniano fraccionario fué introducido histéricamente.

Luego, en las investigaciones realizadas para el capitulo 2 se encontré que el mo-
vimiento Browniano fraccionario tiene una representacion integral que es muy comun
dentro de su estudio y en sus aplicaciones, la cual es denominada: “Representacién
integral de Mandelbrot y Van Ness”. Por lo cual en el capitulo 3 se comienza con
esta representacion integral y a partir de ella surgio la necesidad de examinar las
propiedades de otro proceso conocido como movimiento Browniano fraccionario de
Riemann-Liouville, ya que éste ultimo tiene una representacién integral muy similar
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0. Introduccién \Ys

a la representacion integral de Mandelbrot y Van Ness, y por esta razon a estos
dos procesos se les ha confundido como el mismo proceso. Por lo tanto, el objetivo
principal del capitulo 3 es aclarar que el movimiento Browniano fraccionario y el
movimiento Browniano fraccionario de Riemann-Liouville no son el mismo proceso,
y, a pesar de ello, se encontrara una relacion entre éstos.

En el capitulo 2 se prueba que el movimiento Browniano fraccionario no es una
semimartingala, lo cual trae como consecuencia que no se puede aplicar el calculo de
[t6 con el fin de definir la integral estocastica con respecto a este proceso. Por lo tanto,
en el capitulo 4 se finaliza este trabajo de tesis exponiendo de manera informativa dos
alternativas para definir la integral estocastica con respecto al movimiento Browniano
fraccionario. Una alternativa sirve para definir la integral estocastica cuando H > %
y la otra cuando H < %

La tesis aporta una manera de abordar el estudio del movimiento Browniano frac-
cionario teniendo como base la teoria de los procesos gausianos que se presenta en el
capitulo 1 y la cual encamina al lector a un mejor entendimiento del proceso. La man-
era en la que se desarrolla el estudio de las propiedades del movimiento Browniano
fraccionario es meramente analitica y con la virtud de que no se ocupan herramientas
muy sofisticadas para entenderlo. En el capitulo 2 se brinda una recopilacion de las
propiedades mas resaltantes del movimiento Browniano fraccionario, mientras que
en el capitulo 3 se da la distincién entre el movimiento Browniano fraccionario y
el movimiento Browniano fraccionario de Riemann-Liouville. Para culminar, en el
capitulo 4 se proporciona un panorama sobre el trabajo que se ha realizado para
definir la integral estocastica con respecto al movimiento Browniano fraccionario.
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Capitulo 1

Preliminares

Debido a que el movimiento Browniano fraccionario es un proceso gausiano es
presciso estudiar la teoria de procesos gausianos 6 al menos los principales resultados
que ayudaran a examinar las propiedades basicas del movimiento Browniano fraccio-
nario. Por tal razén, este primer capitulo se dedica a encaminar de la manera mas
breve y analitica posible el estudio de los procesos gausianos en general comenzando
desde los conceptos més esenciales, como lo son la definicién de variables y vectores
aleatorios gausianos, hasta finalizar con ejemplos de procesos gausianos.

1.1. Variables Aleatorias y Vectores Aleatorios
Gausianos

En esta seccion se presentan las definiciones de variables aleatorias y vectores
aleatorios gausianos, la funcién de densidad y la funcién caracteristica de una varia-
ble y un vector gausiano respectivamente, independencia entre variables aleatorias
gausianas, asi como también independencia entre vectores aleatorios gausianos, entre
otros resultados que complementan el estudio de las variables y los vectores aleatorios
gausianos.

1.1.1. Variables Gausianas en R
Sea (€2, .#,P) un espacio de probabilidad y (R, % (R)) un espacio medible. Todas

las variables aleatorias que se consideren en esta seccion estan definidas en el espacio
de probabilidad (€2,.#,P) y toman valores en R.

1.1 Definicién. Sea X : (Q,#,P) — (R, % (R)) una variable aleatoria. Se dice
que la variable aleatoria X tiene distribucion normal o gausiana si su funcion de
densidad estd dada por:

1 (t—p)°
t s B
V2mo? P { 202 ’



1. Preliminares 2

2 es la varianza de X, los cuales se denotan como

donde 1 es la esperanza de X y o
E (X) y Var (X) respectivamente.
En particular, la variable aleatoria X se dice que tiene distribucion normal es-

tandar si su funcion de densidad es:

t— L e
ex -
p 5

es decir, cuando E(X) =0 y Var (X) = 1.

g

Una variable aleatoria X que tiene distribucién normal con esperanza p y varianza
02 se denota como:

X~ N (p,07%).

Como observacién, una variable aleatoria gausiana X ~ 4 (u, 0?), definida en el
espacio de probabilidad (2, .#,P), es una constante igual a u casi seguramente (c.s.)
si 02 = 0. Esta distribucién es la conocida como distribucién delta de Dirac en p,
denotada por §,. Por lo cual, si 0 = 0 entonces P = §,,.

1.2 Propiedades.

i) Sea X ~ A (u,0?), entonces X tiene funcién caracteristica dada por:

ox(t) = E () = oxp {wt - %} |

ii) Sea X ~ A (u,0?), luego X puede verse como la translacion y la dilatacion de
una variable aleatoria normal estandar X ~ .47(0, 1), como sigue: X = u+ 0X. Es
decir si X ~ A (u,0?), entonces:

X —p

g

~ N (0,1).

iii) Sean X; ~ A (uy,0%) y Xo ~ AN (ug,03) variables aleatorias independientes,
entonces X + Xo ~ A (1 + pi2, 03 + 03).

1.1.2. Vectores Gausianos en R"

En esta seccién se consideraran variables aleatorias X1, ..., X, las cuales estan
definidas en el espacio de probabilidad (€2,.%#,P) y toman valores en R. En cuan-
to a los vectores aleatorios que se estaran tratando, éstos estaran formados por
las variables aleatorias Xi,..., X, es decir se consideraran los vectores aleatorios
(X1,...,X,), los cuales estdn definidos en el espacio de probabilidad (2,.%#,P) y
toman valores en R™, por lo cual se trabajara con el espacio medible (R", # (R")).
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1.3 Definicién. Sea X = (X1,...,X,) : (@, Z,P) — (R", Z (R")) un vector aleato-
rio que toma valores en R™ y tal que E|X;| < oo,Vi = 1,...,n. La esperanza del
vector aleatorio X, denotada por E (X)), es el vector de esperanzas, es decir:

E(X)=(EX),. .., E(X,)).
Si E(X;)=0,Vi=1,...,n, se dice que el vector aleatorio X es centrado.

Para simplificar la notacion se denotara por my al vector esperanza del vector
aleatorio X.

1.4 Definicién. Sea X = (Xi,...,X,) un vector aleatorio tal que E|X;| < oo,
Vi=1,....,n, yE|X;Xj| <oo,Vi=1,...,n,yj=1,...,n. La matriz de covarianza
del vector aleatorio X es la matriz cuadrada, simétrica y positiva definida, dada por:

K = (Cov (X;, X))

1<i,j<n >’

1.5 Definicién. Un vector aleatorio X = (Xi,...,X,,) se dice que tiene distribucion
gausiana si tiene distribucion normal de dimension n, es decir, si su funcion de
densidad esta dada por:

_;X _1 o T —1 o n
fX(a:)—(27r)g\/mep{ 2(x myx) K (x mx)}, xreR",

donde det K es el determinante de la matriz de covarianza K.

1.6 Proposicién. (La funcién caracteristica de un vector gausiano en R").
Sea X = (Xy,...,X,) un vector aleatorio gausiano con esperanza myx y matriz de
covarianza K, entonces la funcion caracteristica del vector aleatorio X estd dada
por:

ox(a) = exp {iaTmx — o Ka ) (1)

donde x = (x1,...,2,) € R™

Por la férmula de inversion de Lévy, ver [Williams, 2008, pag. 175], se deduce
que la funcion caracteristica determina de manera tnica la distribucion del vector
aleatorio. Con la ayuda de este resultado se probara la siguiente proposicion.

1.7 Proposicién. (Independencia de variables aleatorias gausianas).
Sea (X,Y) un vector gausiano, entonces X yY son independientes si y solo si

Cov (X,Y) =0.
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Demostracion. Si X y Y son independientes, se sigue inmediatamente que
Cov(X,Y)=0.

Para demostrar el reciproco, se denotara a la funcién esperanza del vector aleatorio
gausiano (X,Y’) por m(xy) = (E(X),E(Y)). Luego, debido a que Cov (X,Y) = 0,
se tiene que la matriz de covarianza K de (X,Y’) esta dada por:

W — { VarO(X) VarO(Y) ] _

Con lo anterior se calcula la funcién caracteristica de (X,Y):

1

b .9) = exp i (o) o) = 3 (0:0) K (o)}

(z*Var (X) + y*Var (Y)) }

DO | =

= exp {2 (zE(X) +yE(Y)) —

= exp {sz (X) — %x2\/ar (X)} exp {zyE (V) — lyz\/ar (Y)}

2
= ox () gy (y) -

Por la unicidad de la funcién caracteristica, se concluye que la distribucién conjunta
del vector aleatorio gausiano (X,Y) es igual al producto de la distribucién de la
variable aleatoria X y de la distribucion de la variable aleatoria Y, por lo tanto X y
Y son independientes, ver [Williams, 2008, pag. 38-40]. |

De igual manera se prueba el resultado anterior para vectores gausianos de di-
mensién mayor que dos en la siguiente proposicion.

1.8 Proposicién. Sea (Xi,...,X,,Y1,...,Y,) un vector aleatorio gausiano de di-
mension n+p, entonces los vectores aleatorios X = (Xy,...,X,) yY = Y1,...,Y))

son independientes si y solo si las covarianzas, Cov (X;,Y;), 1 <i<n,1 <j <p,
son todas nulas.

El siguiente resultado es una caracterizacion muy importante de los vectores
gausianos.

1.9 Proposicién. Un vector aleatorio X = (Xi,...,X,) es gausiano si y solo st to-
das las combinaciones lineales de sus coordenadas, a1 Xy + - -+ + a, X, tienen dis-
tribucion gausiana en R, para toda a = (ay,...,a,) € R™.

Demostracion. Bajo el supuesto de que X es un vector aleatorio gausiano, notese
primeramente que, para toda a = (ay,...,a,) € R", la variable aleatoria a;X; +
-+ 4 a, X, tiene la siguiente esperanza y varianza:

E (a1X1 + -+ aan) = ZCLZE (XZ)7
=1
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Var (a1 Xy + -+ + a, X,,) = (aj a;Cov (X;, Xj)> .
j= =1

1
Por la proposicién (1.6), para cada a = (ay,...,a,) € R", se tiene que:

exp {zaTmX — —a TKa }

— { < Z)) — %Zl (aj 2@100\7 (XZ,XJ)> }

= ¢y (1

donde Y es una variable aleatoria gausiana con E(Y) = E(a; X7 + -+ a,X,) v
Var (V) =>""_ (a; >, a;Cov (X;, X)), por lo que:

7=1

Y = CL1X1 + e 4 aan7

y por consiguiente a; X1 +- - -4a, X, tiene la misma distribucion que Y, asi se muestra
que la variable aleatoria a1 X; + - - - + a, X, es gausiana.
El reciproco se obtiene de la misma manera al observar que:

¢a1X1+---+aan (1) = (bX(a)’

para cada a = (aq,...,a,) € R™ [ |

1.10 Observacion.

1. La distribucion de un vector gausiano X esta determinada por el vector my y su
matriz de covarianza K.

2. Un vector aleatorio gausiano X = (Xj,...,X,) se dice que es gausiano estandar
Si:

EX)=0Vi=1,...,n, vy K=1,,

donde I,, es la matriz identidad de dimensién n x n. Ademas, la funcién caracteristica
del vector gausiano estandar X esta dada por:

Ox () = exp {—%xTx} ,

donde x = (x1,...,1,) € R™

3. Evaluando la funcién caracteristica de un vector gausiano X = (Xi,...,X,,) en el
punto = (x1,0,...,0) y tomando K = I, se obtiene:

bxla) = exp { i ECX) = GotVar(X0) | = o, (o),
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por lo cual X; ~ A (E(X;), Var(Xy)).

De igual manera se tiene que X; ~ A (E(X;), Var(X;)), paracadai = 2,...,n, . Por
lo tanto, si un vector X = (X1,...,X,,) es gausiano entonces cada variable aleatoria
X; que compone al vector también es gausiana.

Se ha visto que si un vector X = (X1,...,X,) es gausiano entonces sus margi-
nales X; son gausianas, y las combinaciones lineales de sus marginales también son
gausianas. Sin embargo el reciproco es falso, es decir, si dos variables aleatorias son
gausianas entonces el vector aleatorio formado por esas variables no necesariamente
es gausiano. A continuacion se presenta un ejemplo.

1.11 Ejemplo. (Variables gausianas y vectores no gausianos).
Sea X ~ A4 (0,1) y sea Y una variable aleatoria con distribucién dada por:
v — X si |X|<a,
|l =X s X >a.
donde a € R.
Para determinar que Y ~ .4 (0,1) nétese que la funcién caracteristica de Y es:
Oy (1) =E[e™] = E [e" L] + B [T 1ix)50]
=B [ Lxjca] + B [¢" 11 _x)50]
=B [e" 1x12a] + E [¢" 11150
=B [e"" (Lixj<o + 1x(5a) ]
—E [ eitX} 7
es decir, la funcién caracteristica de Y coincide con la funcién caracteristica de X.

Asi se tienen dos variables aleatorias, X y Y, con distribucion normal estandar.
Por otro lado, la variable aleatoria X + Y esta dada por:

X+X=2X s |X|<a,

X+Y:{X—X:0 si |X| > a.

} == 2X1\X|§a~

De aqui, la variable aleatoria X + Y mno tiene una distribuciéon gausiana y, por la
proposicion (1.9), el vector aleatorio (X,Y’) no es un vector gausiano.

Ademsds, este ejemplo muestra que en la proposicién (1.7), la hipdtesis de que
(X,Y) sea un vector gausiano es necesaria y suficiente para suponer que X y Y son
variables aleatorias gausianas.

Otro detalle interesante que se puede rescatar de este ejemplo se obtiene al ob-
servar la covarianza de las variables X y Y como sigue:

Cov (X,Y) = E[XY]
=E [X*11xjz0] — B [X*1)x)50]
=B [X?] - E [X*1jxj5a] — E [X*1jxp5]
=1-2E [X?11x54] -
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Ahora, considerando a la esperanza E [X 1 X‘>a] como funcién de a, se verificara que
la funcién u (a) = E [X?1|y|5,] es continua.

Sea (an),cy Una sucesién en R, tal que ay, —a Noétense los siguientes puntos:
i) X?2el'(Q,7,P).
ii) X2 > X21‘X|>an,Vn € N.
iii) lim Xgl‘X|>an = X21|X|>a-

n—oo

Luego, por el teorema de la convergencia dominada se obtiene que:

lim u (a,) = lim E (X21‘X|>an) =E < lim X21|X‘>an> =E (X21|X|>a) =u(a),
n—oo n—oo n—oo
es decir, la funcién u (a) es continua.
Ademas, usando de nuevo el teorema de la convergencia dominada y tomando la

sucesion (by,),,cy, tal que b, — o0, se tiene que:
n—oo

lim u (b,) = lim B (X?1x15,) = B (h'm X21|X‘>bn> —E(0) = 0.
n—o0

n—oo n—oo

Y observando que u (0) = 1 se concluye que existe a € R, tal que u (a) = 3, es decir,

tomando:

1
2

v — X s | X|<a,
Sl X s X >a.

se tiene que Cov (X, Y) = 0y asi las variables aleatorias X y Y son no correlacionadas
y a su vez, no independientes. De esta manera, las variables aleatorias X y Y son un
ejemplo claro de que aunque Cov (X,Y) = 0, no necesariamente las variables X y Y
son independientes.

1.1.3. La densidad gausiana de dimension n

Se ha visto que una variable aleatoria gausiana se puede entender como una
translacion y dilatacion de una variable aleatoria gausiana estandar, ahora sera 1til
extender ése mismo resultado para vectores aleatorios gausianos, y para ello se deno-
tard por (a, b) al producto punto entre los vectores a = (ay,...,a,) y b= (b1,...,b,),
es decir (a,b) =Y " | a;b;. Ademds, se simplificard la notacién myx por m.

1.12 Proposicién. Sea X ~ A (m, K) un vector aleatorio gausiano de dimension
n, con esperanza m € R™ y con matriz de covarianza invertible K, entonces

VE (X —m) ~ A (0,1,).

Demostracion. Recuérdese que la matriz de covarianza K es positiva definida, con
ello existe la matriz A simétrica, tal que A2 = K, asi la matriz A es la matriz
Vv K. Luego, debido a que K es invertible entonces la matriz A también es invertible
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-1
por lo que se justifica la existencia de la matriz /K . Ahora se mostrard que
ALK (Afl)T = I, es decir:

_ T
VE 'K (\/E 1) ~ 1. (1.2)
De la relacién A% = K se sigue que A*KA™! = I,,, y usando que la inversa de la

matriz A también es simétrica se llega al resultado deseado.
Ahora, usando la unicidad de la funcién caracteristica, se probara que el vector

-1

aleatorio VK (X —m) es un vector aleatorio gausiano estandar. Para simplificar
-1

se denotard por Xj al vector aleatorio VK (X —m).

0x0(x) = Elexp {i (2, Xo) }|
=E oxp {Z <x, VE (X — m)>H

=k [ow {<
—E [ex {<
— exp {—i <(
— exp {—z’ <<
~ exp { <m, (VE") 2) -1 <(¢E‘1)Tx, K (ﬁ‘l)T;@>}
X exp {—z’ <(\/E_1>T z, m>} . por la ecuacién (1.1).

~ exp {_% <(\/?1)Tx,z< (ﬁl)%>}

~ exp {_% < VE K (VET) >}

1
=exp< —= (x, [,x por la ecuacion (1.2).
5 ¢

:exp{—%(m,x)}.

Por el punto 2 de la observacion (1.10) se concluye que Xy ~ A (0, I,,). |

1.13 Observacion.
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1. Un vector aleatorio X ~ A4 (m,K), con la matriz de covarianzas K invertible,
puede verse como una translaciéon y dilatacién de un vector gausiano estandar como
sigue:

X ~ VKX, +m,
donde Xy ~ A4(0, I,,).

2. Sea Xy = (X1,...,X,) un vector aleatorio gausiano estandar (X, ~ A4 (0, I,)),
de aqui Cov (Xy) = I, entonces, por las proposiciones (1.7) y (1.9), las variables
aleatorias X1, ..., X, son independientes y por lo tanto la distribucién del vector X
es el producto de las distribuciones marginales, es decir:

PXOZPXlx"'XPXn-

Asi, la densidad de X se obtiene del producto de las funciones de densidad margi-
nales:

fXO (xb s an) = fX1 (1‘1) ’ "an ($n)

_ ! exp{_%(x§+...+xz)}. (1.3)

Para obtener la densidad de un vector gausiano X ~ 4" (m, K) en general, con
matriz de covarianza K = Cov (X)) invertible, se usardn los siguientes resultados:
i) X ~ VKXo +m, donde Xo ~ A (0, 1,).

-
i) K = VK (m) .
iii) det VK = v/det K. Esto se debe al resultado del inciso ii), ya que el determinante

de una matriz es invariante bajo la transposicion, es decir: det (K) = det (K)".
Ahora se procedera a calcular directamente la distribucién del vector aleatorio

X:



1. Preliminares 10

P(XeB):P(x/EXO+meB>, por i).
:]P’<X0€ VE (B—m))

- /\/?_1(3#) P )

— [ e (VE - m) [
z/foo (VE™ (y—m))
:/BfXO (\/E_l (y—m)> W poriii).
:/exp{—%<\/71(y—m>>\/71(y—m)>}

dy, ecuacién (1.3).

(27)" det K)?
:/ iy —m) K y—m)}, i)
B ((27)" det K)2 ’ '

Por lo tanto, en la siguiente proposicién se establece la funcién de densidad de un
vector aleatorio gausiano de dimension n.

1.14 Proposicién. La densidad de un vector gausiano X ~ A (m, K) de dimension
n, con K wnvertible, estd dada por:

exp{—3((x—m),K™! (w—m)}}

fX ($) = " 1
((2m)" det (K))>2

1.2. Procesos Gausianos

En esta seccién primeramente se abordaran conceptos basicos de la teoria de
procesos estocdasticos para luego aterrizar en el estudio de los principales resultados
sobre procesos gausianos y culminar con algunos ejemplos de ellos.

1.2.1. Nociones basicas de procesos estocasticos

En esta seccién los procesos estocasticos estan definidos en el espacio de proba-
bilidad (€2,.%#,P), conjunto de tiempo 7" = R, y espacio de estados R.

1.15 Definicién. Un proceso estocdstico, con espacio de probabilidad (2, F,P), con-
junto de tiempo T 1y espacio de estados R, es una familia de variables aleatorias
{Xit}ers tal que para cada t € T':

X (2, #,P) = (R, #(R)).
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Cabe destacar que un proceso estocastico depende de dos parametros, de t € T
y de w € 2, donde para ¢ fijo, la funcién w +— X; (w) es una variable aleatoria con
espacio de probabilidad (2, %, P), y para w fijo, t — X; (w) es una funcién que toma
valores en R y es llamada la w-trayectoria del proceso.

Para L C T, se denotard como %% a la o-4lgebra producto de conjuntos de R¥,

es decir ® %, (R), donde %, (R) = A (R) para cada t € L.
tel
La o-algebra producto ® %; (R) es la minima o-algebra de conjuntos de RY que
tel

contiene a los conjuntos de la forma [[A;, con A; € %, (R), y donde el conjunto

tel
{t € L: A; # R} es finito.
Luego, para F' C L C T, sea m- : (RY, L) — (R, %) la proyeccion definida

por:
7Tl%“ (<ft>teL) = (ft)teF=

donde f; € R,Vt € T. En particular, la proyecciéon 7l : R — R, con t € L, se
entiende como la proyeccion Wé}, y si L = T entonces 7] se denotard simplemente
por .

1.16 Observacion.

1. La o-élgebra producto % coincide con la minima o-4lgebra de conjuntos de RF

con respecto a la cual las proyecciones {ﬂ'tL} 1eg, SON medibles.

2. Se cumple la igualdad:

e =nkom!, VYVKCLCMCT.

: L : Fo L _ L L :
3. Las proyecciones 7y son medibles, ya que m;" o 7 = 1, y cada 7 es medible.

1.17 Definicién. Dado un proceso estocdstico X = {Xi},cp y dado F C T, se define
la funcién % : (Q, Z,P) — (R, ") como:

Px (@) = {Xe () }er-
Nétese que la funcién p% es medible ya que para cada t € F se tiene que
oy =X,
de donde X; es medible para cada t € F'.
La funcién Po ' : 7 — [0,1], definida por:
(Powy') (A) =P (px (4), VAe A",

se le llama la ley o la distribucion del proceso X.
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1.18 Definicién. Para cada F C T, con F finito, se define Pp =P o [cpé';rl. Ala
familia de probabilidades:

{]P)F}FCT,Ffinito
se le llama la familia de distribuciones finito dimensionales del proceso X.

De acuerdo con la definicién anterior, para F' C L:
P o [71'1{1]_1 =Po [gpgﬂ_l o [ﬂ'l{i]_l
=Po (7?1{1 o cpf()*l

=Po (gpf})il

es decir, se cumple la propiedad llamada “condicion de consistencia”:
P.o [rk] " = Pp. (1.4)

En lo siguiente se analizaran algunas maneras de establecer igualdad entre dos pro-
cesos estocasticos.

1.19 Definicién.
i) Dos procesos, Y y X, se dice que son equivalentes si tienen la misma distribucion.
it) Decimos que Y es una version del proceso X si P (X, =Y,;) =1, para todat € T.
iii) Y y X se dice que son indistinguibles si P (X, =Y,,Vt € T) = 1.

De esta definicion surge inmediatamente el siguiente resultado.
1.20 Proposicion. Indistinguible = version del proceso = equivalentes.
Demostraciéon. Como Y y X son indistinguibles se tiene que:
P(X,=Y,VteT) =1,

en particular para cada [ € T se tiene que X; = Y, son iguales con probabilidad 1,
es decir Y es wversion del proceso X. Ahora, si Y es version del proceso X, entonces
X; =Y, cs. paracadat € T,y con ello, para cada ty,...,t, €T, cont; < --- <t
v m € N, se satisface que:

(Xt17"'7Xtm> Cis. (§/t1,~~7th)a

lo que implica que son iguales en distribucién, es decir, la familia de distribuciones
finito dimensionales del proceso X coincide con la familia de distribuciones finito
dimensionales del proceso Y. Por el teorema (1.23), el cual se presenta mas adelante,
se concluye que los procesos X y Y tienen la misma distribucién. Por lo tanto, los
procesos X y Y son equivalentes. |

A continuacién se presentan un par de ejemplos que sirven para comprobar que
el reciproco de las implicaciones de la proposicién (1.20) son falsas.
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1.21 Ejemplo. Sea ([0,1],2£]0,1], ) un espacio de probabilidad, 7" = [0,1] y el
conjunto D que representa la diagonal del cuadrado [0, 1] x [0, 1]. Luego, se definen
los procesos:
Xi(w) =0, V(t,w).
}/t(w) =1p (t,W), V(t,w).

Nétese que para t fija:
X (w) =0,Yw € [0,1].

|0 st w#EL
Y;(w)—{ 1 si w=t.
De aqui, X; (w) =Y} (w),Yw # t, con lo cual se tiene que A (X; = Y;) = 1 para cada
t fijo. Por lo tanto el proceso X es wversion del proceso Y.
Por otro lado, el conjunto {w € [0,1] : X; (w) =Y; (w), Vte T} =10, porlocual
X y Y no son indistinguibles.

1.22 Ejemplo. Sea (£2,.%,P) un espacio de probabilidad, T el conjunto de tiempo
y Z una variable aleatoria simétrica con distribuciéon continua. Definanse:

X (W) =Z (W), VY(tw)eTx

Vi(w)=—-Z(w), V(tw)eTxQ.

Es claro que los procesos X y Y son equivalentes ya que Z es una variable aleatoria
simétrica, sin embargo, notese que para cada t € T' se cumple que:

P(X,=Y,)=P(Z=-2)=P(Z=0)=0,

de donde la probabilidad es cero ya que Z tiene distribucién continua, por lo cual X
no es version del proceso 'Y .

La construccion de Kolmogorov.

Anteriormente se ha visto que a cada proceso estocastico X, con espacio de pro-
babilidad (€2,.%#,P), conjunto de tiempo Ty espacio de estados (R, Z (R)), se le
puede extraer la familia de distribuciones finito dimensionales del proceso mediante:

—1

P = {IP’ o [of } .
{ F}FCT,Ffmzto [QPX] FCT.Ffinito
Ahora se plantea el problema inverso, es decir, dada una familia de distribuciones
finito dimensionales {Pr} FCT.Ffinito » donde cada Pp es una medidad de probabili-
dad en #' que cumple con la condicién de consistencia (1.4), se desea obtener un
proceso estocastico X tal que sus distribuciones finito dimensionales coincidan con
la familia de distribuciones finito dimensionales dadas a priori. El siguiente teorema
es la solucion a este problema inverso.
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1.23 Teorema. (La construccién de Kolmogorov).
Supongase que para cada F C T, con F finito, existe una medida de probabilidad

Pr sobre B tal que cumple la condicién de consistencia (1.4), entonces existe una
medida de probabilidad P sobre BT tal que

Pp="Po '], VF CT,F finito.
En particular, el proceso canonico (]RT,%’T,]P’, {Wt}teT) satisface
Po[of] " =Pony' =P, FCT,F finito,

es decir, la familia de distribuciones finito dimensionales {Pp} p Ffinito d0das a pri-
ort, coincide con la familia de distribuciones finito dimensionales del proceso canonico

{ﬂ-t}teT'

En el caso del proceso X = {X;},.; definido en el espacio de probabilidad
(€2, #,P), el proceso canénico {m},., asociado al proceso X esta dado por 7, (X) =
X, VseT.

La demostracién del teorema puede consultarse en [Tudor, 2002, pag. 28].

Una consecuencia inmediata del teorema de la construccién de Kolmogorov es
que las distribuciones finito dimensionales de un proceso estocastico, con espacio de
estados en (R, Z (R)), determinan la distribucién del proceso. Ademés, este teorema
es de gran utilidad para construir procesos estocdsticos, especificamente los procesos
gausianos, por lo cual se usard posteriormente para justificar la existencia de los
procesos gausianos.

Regularidad de las trayectorias.

Dado un proceso estocastico Z, a menudo es necesaria una version del proceso
Z cuyas trayectorias tengan buenas propiedades de regularidad, como se vié en el
ejemplo (1.21), donde se tiene un proceso discontinuo, dado por Y, y del cual se tiene
una version del proceso, denotado por X, el cual es continuo. En el siguiente teorema
se presentaran las condiciones bajo las cuales se puede obtener una versiéon continua
de un proceso estocastico.

1.24 Definicién. Una funcion X : T — R se dice que es y-Holder, con 0 < v < 1,
st existe una constante C., tal que

|1X: — X| <Ot —s|", Vs,teT.

1.25 Teorema. (Criterio de continuidad de Kolmogorov).
Sea {Xi},cq un proceso estocdstico que toma valores en R. Supdngase que existen
constantes a,b,c > 0, tales que Vs,t € T se cumple:

E(X: — X,|") <elt — s/,
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entonces, para cada 0 < v < S, erite una version continua {Xt} del proceso
teT

{Xit}ers ¥ una variable aleatoria positiva Y., que satisface:
i) B(Y?) < oc.

i) ‘Xt—f(s <Y, |t—s|", VsteTl

Para la demostracién del teorema puede consultar [Tudor, 2002, pag. 33].

Algunas propiedades generales de las distribuciones de procesos.

1.26 Definicidn.

i) Un proceso X se dice que tiene incrementos independientes si para toda ty, ... t, €
T, con0 <ty <ty <--+ <ty <ty las variables aleatorias Xy, — Xy, ..., Xy, —
X4, ., son independientes.

i) Un proceso X se dice que es estacionario si para toda h > 0 se tiene que { Xyyn},orp

4 {Xiheps es decir para toda ty, ... t, €T se tiene que:

(Xeyans oy Xenan) Z (Xeys oo, X)) -

iii) Un proceso X se dice que tiene incrementos estacionarios si las distribuciones de
los incrementos, Xy, — Xy, cont € T, no dependen de h > 0.

1.27 Ejemplo. Sea T' = N U {0}, el conjunto de tiempo, y sea {X;}, ., una suce-
sion de variables aleatorias independientes. Considérese el proceso de sumas parciales
Sp =D 1o Xt, nétese que el proceso de sumas parciales {5, }, . tiene, evidentemen-
te, incrementos independientes y, ademas si se supone que la sucesiéon {X,}, , con-
siste de variables aleatorias con la misma distribucién, entonces el proceso {5, }
tiene incrementos independientes y estacionarios.

neT

1.2.2. Propiedades de los procesos gausianos

La definicién de proceso gausiano surge como resultado del teorema de la cons-
truccion de Kolmogorov (1.23).

1.28 Definicién. Un proceso estocdstico {X;},.p es llamado proceso gausiano si y
solo st todas las distribuciones finito dimensionales son distribuciones normales, es
decir, si y sélo si el vector aleatorio (Xy,, ..., Xy,) es gausiano para toda ti, ... t, €
T, conn € N.

La siguiente proposicién se sigue inmediatamente de la definicién (1.28) y de la
proposicién (1.9).
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1.29 Proposicién. El proceso { X}, . se dice que es gausiano si y sélo si todas
las combinaciones lineales del proceso tienen distribucion normal, es decir, si y solo
st la variable aleatoria: a1 Xy, + -+ + a, Xy, es gausiana para toda ty...,t, € T, y
aiy...,a, € R, conn e N.

En la demostracién de la proposicion (1.9) se prueba que la distribucién de un
vector gausiano esta determinada por su vector de esperanza y su matriz de co-
varianzas. Por el teorema de la construccién de Kolmogorov (1.23), se sabe que las
distribuciones finito dimensionales de un proceso en general definen la distribucion
del proceso, por lo que, para el caso de los procesos gausianos, se traduce a que
la funcién esperanza del proceso gausiano {X;}, ., dada por mx(t) = E(X;) y su
operador de covarianza, dado por Kx(s,t) = Cov (Xg, X;), con s,t € T, determinan
la distribucion del mismo. Mas aun, en el siguiente teorema se prueba que dada la
funcion esperanza m y un operador de covarianza K, existe un proceso gausiano con
la funcion esperanza m y con el operador de covarianza K, dados a priori.

1.30 Teorema. Sea {X,},., un proceso gausiano, entonces su matriz de covarianza
K es:

i) Simétrica.

it) Positiva definida, es decir, para cada tyi,...,t, €T yay,...,a, € R, conn € N,

se cumple que: 5 a;a; K (t;,t;) > 0.

Reciprocamente, para cada funcion m : T — R y para cada funcion K : T? —
R, simétrica y positiva definida, existe un proceso gausiano X tal que mx = m y
KX =K.

Demostracion. La simetria de la matriz de covarianza K es evidente ya que:
Kx (t,s) = E(X;X;) —E(Xy) E(Xs) = E(X:Xy) — E(X,) E(Xy) = Kx (s,t).

Luego, para verificar que la matriz de covarianza K es positiva definida, se observa
que para cada ty,...,t, € T'y ay,...,a, € R, con n € N, se cumple que:

i a;a; K (t;,t;) =E (i a; (X, — E (Xt))> > 0.

ij=1

Ahora, para demostrar el reciproco, se supondré, sin pérdida de generalidad, que
m = 0y para cada F' C T, con F finito, se denotard por K" a la matriz de covarianza
K restringida a 2, y se define la medida de probabilidad Pz como:

Ppr=4(0,K"),

es decir, es la distribucién normal (de dimensién igual a la cardinalidad del conjunto
F), con esperanza m = 0 y covarianza dada por K*'.
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Lo siguiente es verificar que la familia de distribuciones finito dimensionales,
{Prlpcrr finitor CUmple la condicién de consistencia (1.4), para luego, con el teorema
de la construccion de Kolmogorov, asegurar la existencia de un proceso estocastico
con tal familia de distribuciones finito dimensionales que se ha definido.

Sean F} y F, subconjuntos finitos de T' tales que F; C Fy. Luego, se define la
proyeccion:

T (t) = () ,cp,» conteRM,
donde o
g_{t] S.Z ?€F1.
0 sz J € FQ\Fl.

Un ejemplo que ilustra la proyeccion es el siguiente. Supéngase que Fy = {1,4,6} y
Fy, ={0,1,2,3,4,5,6}, luego para t € R se tiene que t = (t1,14,15), para algunas
t1,t4,t6 € R. Asi, la proyeccién queda de la siguiente manera:

7};‘3 = (Oa 11,0,0,14,0, tG) .

La funcién caracteristica de la distribucion Pp, esta dada por:
L r F
PP (t) = exp —3 <K 1t,t> , VteR™,

donde (K*t,t) = t" K'¢. Ademés, nétese que:
(KPRE (1), 7 () = (KOt ),
de aqui, para cada t € Rf:

1 () = 0, (72 (1)

PFQO[WFI

y por la unicidad de la funcién caracteristica se concluye que:
~ o\ —1 .
Pp =Ppg, 0 (WFf) , VFL C F, CT,F; finitos,

es decir, se cumple la condicién de consistencia (1.4) con lo cual el teorema de la cons-
truccion de Kolmogorov (1.23) asegura la existencia de una medida de probabilidad
P, cuya familia de distribuciones finito dimensionales coincide con:

{PF}FCT,Ffinito = {JV (07 KF) }FCT,Ffim‘to'
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El criterio de continuidad de Kolmogorov (1.25) brinda las condiciones con las
cuales se puede obtener una version continua y con buenas propiedades de regularidad
de un proceso en general. Ahora se verda ése mismo resultado para el caso de los
procesos gausianos, es decir se presentaran las condiciones con las que se puede
obtener una versién continua de un proceso gausiano y cuya versién continua tenga
mejores propiedades de regularidad de sus trayectorias que las del mismo proceso
gausiano.

1.31 Teorema. Sea {X;},., un proceso gausiano centrado con funcion de covarianza
K. Supdngase que existen constantes o, c > 0 tales que:

K (t,t)+ K (s,s) — 2K (s,t) < c|t —s|*, Vs, teT, (1.5)

entonces existe una version continua X del proceso X, tal que para toda 0 < v <3,
las trayectorias de X son vy-Holderianas c.s..

Demostracion. Por hipdtesis se tiene que existen constantes «, ¢ > 0 con las cuales:

E(|X, - X,[*) =E(X}?) + E (X2) — 2E (X, X,)
=K (t,t)+ K (s,s) — 2K (s,t)
<cl|t—s|".

Sin embargo, no se puede aplicar ain el criterio de Kolmogorov (1.25) ya que
no se garantiza que a > 1, por lo cual se usara el hecho de que si Y ~ 47 (0,0?%)
entonces E (Y?™) = 21 52m para cada m € N.

2mn)

E(|X; = X,") = S0 (Var (1X - X))
2m| m
= Qm—w?;, (E (IX: - X.[%))
<E" (X - X,[)

<M= 8™ (1.6)

De aqui, escogiendo m* € N tal que m*a > 1, se denotarda como b = m*a« — 1y
a = 2m* con lo cual la desigualdad anterior (1.6) queda reescrita de la siguiente
manera;

E (X, — X,|*) <™ |t — s, (1.7)

por lo tanto, para tal m*, se satisfacen las condiciones del criterio de continuidad de
Kolmogorov (1.25) y asi existe una versién continua con trayectorias y-Holderianas
c.s., para toda 0 < v < g
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Miés atin, la desigualdad (1.7) se cumple para cualquier otra constante mayor que
m*, y notando que:
b ma-—1

«
- = — —, cuando m — oo,
a 2m 2

se concluye que existe una version continua cuyas trayectorias son y-Holderianas c.s.,
para toda 0 <~y < 3. |

1.32 Proposicién. Un proceso gausiano {Xi},., es estacionario si y sélo si su
funcion esperanza mx es constante y su operador de covarianza K cumple la igualdad
K (s,t) = K (s+ h,t+h), para cada t,s € T y toda h > 0.

Demostracién. Supéngase que {X;},., es estacionario, luego, por la definicién

(1.26), se cumple que {X;ip}t,cp Z {Xi}er para toda h > 0. De aqui se tiene
que:
E(Xin) =E(X,), WeTyVh>0,

por consiguiente se concluye que la funcién esperanza my es constante.

Ademas, las distribuciones finito dimensionales del proceso { X, },., coinciden con
las distribuciones finito dimencionales del proceso { X4 },op, por lo que, para cada
s,t € Ty toda h > 0 se cumple que:

(Xo, X)) Z (Xoan, Xein) s

yast K(t,s) =K (t+h,s+h).

Mds aun, nétese que de la igualdad K (¢t,s) = K (t+ h,s+ h) se obtiene que
E (XinXsin) = E(X Xs), ya que la funcién esperanza myx es constante, por lo cual,
usando este hecho se sigue que:

K (s+t,s) = Cov (Xiis, Xs)
=k (Xt+sXS) - m?X (t)
= B (X:Xo) — mi (1),

por lo que la covarianza solo depende del incremento dado por t. De hecho, poniendo
K(t,0) = K (t) y tomando s < t, se obtiene lo siguiente:

K(t—s)=FE(X,_sXo) — mx(t)
— B(X,X,) — mk(¢)
=K (t,s),
es decir, el operador covarianza solo depende de la diferencia entre s y t.
El reciproco de la demostracion resulta inmediato por el hecho de que la funcién

esperanza y el operador covarianza definen la distribuciéon de un proceso gausiano.
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1.2.3. Ejemplos de Procesos Gausianos

En esta seccién se presentan algunos ejemplos de procesos gausianos ademas de
algunas de sus propiedades.

1.33 Ejemplo. Movimiento Browniano.
El movimiento Browniano, denotado comtnmente por W = {W,},_,, es un proceso
gausiano cuyo operador de covarianza esta definido por:

Kw (s,t) = min{s,t}. (1.8)

Este proceso es también conocido como proceso de Wiener y para facilitar calculos
se tratarda con el movimiento Browniano centrado, es decir con funciéon esperanza
my = 0, y el cual es llamado movimiento Browniano estandar. La siguiente proposi-
cion establece las principales propiedades del movimiento Browniano estandar.
1.34 Proposicién.

it) Wo =0 c.s..

iii) Para s <t, se cumple que W; — W z Wi_s~ AN (0,t—s).

iv) W tiene incrementos estacionarios e independientes.

v) W tiene trayectorias v-Hélderianas continuas, para toda 0 < y < % .

vi) W no es un proceso estacionario.

Demostracioén.
i) Se debe a que W es un proceso gausiano centrado y donde Var (W;) = Ky (t,t) = t.

ii) Por el inciso i), la distribucion de la variable aleatoria W, esta dada por .4 (0,0)
(lo cual corresponde a la distribucién delta de Dirac concentrada en cero), asi se tiene
que P(Wy=0) = 1.

iii) Por la proposicién (1.29), las combinaciones lineales del proceso W tienen dis-
tribucion normal, asi, en particular, la combinacién lineal W; — W tiene distribucién
normal con:

EW,—Ws) =0, y Var(W,—W,)=1t-s,
por lo tanto W, — W, ~ A" (0,t — s), es decir W, — W, Z Wi_s.

iv) Del inciso anterior iii) se deduce que Wy, — Wy, = Wy, Vh > 0y t € T, es
decir, el movimiento Browniano tiene incrementos estacionarios. Por otro lado, para
cualesquiera si, S9,t1,t2 € T, con 0 < 51 < S9 < t1 < 1o, el vector

(Wtz - W817 W82 - WS1) )
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es gausiano, ya que todas las combinaciones lineales de sus coordenadas tiene dis-
tribucién normal, lo cual se debe a que éstas mismas corresponden a combinaciones
lineales del movimiento Browniano {W;},., v por la proposicién (1.9) se concluye
que el vector es gausiano.

Ahora, para asegurar que las variables aleatorias W, —W,, y W, — Wy, son inde-
pendientes, por la proposicién (1.7), resta ver que la covarianza entre estas variables
es cero. En efecto:

Cov (Wy, — Wy, Wy, — Wy,) = Cov (W, Wy,) — Cov (W, Wy, ) — Cov (Wy,, W)
+ Cov (Wy,, Wy,)
=t1—851—t1+ 51
=0.

Por lo tanto las variables aleatorias Wy, — Wy, y W, — W, son independientes y por
la definicién (1.26) el movimiento Browniano W tiene incrementos independientes.

v) Sean s,t € T, luego nétese que:
Ky (t,t) + Kw (s,8) — 2Ky (t,s) < |t — s],

por lo que el teorema (1.31) se cumple tomando ¢ = 1 y a = 1, garantizando con ello
la existencia de una version continua del proceso W cuyas trayectorias son y-Holder
continuas, para toda 0 < v < %

vi) Sean s,t € T'y h > 0. La prueba es directa usando la proposicién (1.32) ya que
se tiene que:

1.35 Ejemplo. Puente Browniano.
En este caso se considera el conjunto de tiempo T = [0, 1]. El Puente Browniano,
denotado simplemente por P, es un proceso gausiano centrado con funcién de cova-
rianza dada por:

Kp(t,s) = min{t,s} — ts.

1.36 Observacion. El Puento Browniano no es un proceso estacionario. Esta afir-
macién se muestra con el simple hecho de observar que, para s,t € T y h > 0,
Kp(s+h,t+h) # Kp(s,t), luego de la proposicién (1.32) se sigue la afirmacién de
esta observacion.

Ademas, cabe notar que el Puente Browniano tiene una funcién de covarianza
muy parecida a la del movimiento Browniano, por lo cual se pueden considerar pro-
cesos muy parecidos para valores muy pequenos de s y t. De hecho, en la siguiente
proposicion se establece la relacion lineal que existe entre ambos procesos.
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1.37 Proposicion. El Puente Browniano P se puede definir directamente a partir
de un movimiento Browniano estandar W haciendo:

Pt = Wt —th

Demostracién. Primeramente se probara que el proceso {W; — tW,},_, es un pro-
ceso gausiano, y para ello se mostrara que las combinaciones lineales del proceso
tienen distribucién normal. Sean tq,...,t, € T, luego obsérvese que:

SW —tWi =) W, =W Y ;=) W, -W, (th - 1) :
i=1 i=1 j=1 i=2 j=1

es decir, se observa que las combinaciones lineales del proceso {W; — tW;}, ., corres-
ponden a combinaciones lineales del movimiento Browniano, por lo cual las combina-
ciones lineales del proceso {W; — tW,},, tienen distribucién normal, concluyéndose
de esta manera que el proceso {W; — tW,}, ., es gausiano.

Luego, el proceso {W; —tW,},., es centrado ya que se estd considerando a W
como un movimiento Browniano estandar.

Por 1ltimo, para s,t € T', notese que se cumple:

Cov (W — tWy, W, — sWy) = Cov (W, W) — tCov (W1, W) — tCov (W, W1)
+ tsCov (Wl, Wl)
=min{t,s} —ts —ts+ts

= min {¢, s} — ts.
Por lo tanto el proceso {W; — tW;},., es un Puente Browniano. [

La proposicién anterior muestra que el Puente Browniano P es en realidad un
movimiento Browniano W condicionado a tomar el valor cero al tiempo ¢ = 1 y por
tal condicion se pierde la propiedad de incrementos independientes y estacionarios
que tiene el movimiento Browniano.

Reciprocamente, se puede construir un movimiento Browniano W, con conjunto
de tiempo T = [0, 1], a partir de un Puente Browniano P y con la ayuda de una
variable aleatoria normal estandar X, como sigue:

1.38 Proposicion.

i) Definiendo ]5t = P,_4, el proceso {]5,5} es también un Puente Browniano.
teT

it) {P},er tiene trayectorias y-Holder continuas c.s., para toda 0 <y < 3.

Demostracion.
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i) Para cualesquiera ty,...,t, € T, se tiene que:
(-ﬁtu"’?-ptn) - (Pl—t17“‘7P1—tn>7

asi, las distribuciones finito dimensionales del proceso {P} tienen distribucion
teT

normal y por ello el proceso P es gausiano centrado. Luego, para s,t € T, con s < t,
notese que:

Cov (Pt, 153> = Cov (P1_, Pi_s)
=min{l—-t,1—-s}—(1—-1t)(1—y9)
=(1—-t)—(1—t)+s(1—1)

= min {t — s} — ts,

por lo cual, la funciéon de covarianza del proceso P coincide con la funciéon de cova-
rianza del Puente Browniano P, demostrando lo deseado.

ii) Para s,t € T y suponiendo sin pérdida de generalidad que s < ¢, se verifica que:

Kp (t,t) + Kp (s,8) — 2Kp (5,t) = E[(P, — P,)?]

(W, — tWy — Wy + sW1)?]

(W — W] —2(t — s)E[(W, — W,) W]
t—s)°E[W

Por lo que el teorema (1.31) se cumple para ¢ = 1y a = 1 y asi se determina la
existencia de una versién continua del proceso P cuyas trayectorias son ~y-Holder
continuas c.s., para toda 0 < v < % [ |

1.39 Ejemplo. Proceso de Ornstein-Uhlenbeck.
Sea T' = R, el conjunto de tiempo. El proceso de Ornstein-Uhlembeck U, de
parametro § > 0 y C' > 0, es un proceso gausiano centrado cuyo operador de

covarianza esta dado por:
Ky (t,s) = CePlt=sl,

1.40 Proposicién.
i) Para cada t € T fija, Uy ~ A (0,C).
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it) U es un proceso estacionario.

iii) Para cada X > 0, el proceso definido como:
B_AtW(ezm), teT,

donde W es un movimiento Browniano estdndar, es un proceso de Ornstein-Uhlen-

beck.

iv) El proceso {e_”W(ezAt)}teT tiene incrementos estacionarios pero no independien-
tes.

Demostracioén.
i) Se debe a que el proceso U es gausiano centrado y a que Var (U;) = Ky (t,t) = C.

ii) U es un proceso gausiano centrado cuyo operador de covarianza sélo depende de
la diferencia entre los tiempos, es decir, se cumple que Ky (s,t) = Ky (s + h,t + h),
Vh > 0y s,t € T. Asi, por la proposicién (1.32) se sigue que U es un proceso
estacionario.

iii) Notese que todas las combinaciones lineales del proceso {e_AtW(ew\t)} jeq COTTES-
ponden a combinaciones lineales del movimiento Browniano W, asi las combinaciones
lineales tienen distribucién normal y por la proposicién (1.29) se sigue que el proceso
{e_)‘tW(em)} (e €5 gausiano. Ahora, el proceso es gausiano centrado ya que W es
un proceso gausiano centrado.

Sea A >0 fijay s,t €T, con s < t, de aqui:
Cov (e”\tWem, e”\sWezxs) = e M) Cov (Weane, Wiaas)

_ e—)\(t+s)€2)\s

_ 6—)\(15—5)7
por lo cual, el proceso {e’AtW(ezAz)} es un proceso de Ornstein-Uhlenbeck de

parametro = \ y tamano C' = 1.

teT

iv) Para h > 0, se verificard que la distribucién de la variable aleatoria

e AR 2A(t+h) — 6_)\hWe2)\h

€

no depende de h.
Por el inciso anterior #ii), se sabe que la variable aleatoria

A A 17 2A(t+h) — e_AhWeth

€
tiene distribuciéon normal con media cero. Ahora se calculara su varianza.
Var (6_/\(t+h)W62k(t+h) - e_’\hWem) = Var (e_’\(tJ’h) Waratm ) + Var (e_AhW62)\h)
— 2Cov (6_)\(t+h)We2>\(t+h), G_AhWeth)

=22 M
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por lo cual, la distribucion de la variable aleatoria €_>\(t+h)W62>\(t+h) — e MW 2an no
: ¢ —Xt : .
depepde d.e h, determinando asi que el proceso {e W(em)} (e tiene incrementos
estacionarios.
Ahora se mostrara que el proceso {e_’\tW(em)} e DO tiene incrementos inde-
pendientes. Para ello, sean sq,s9,t1,to € T tales que s1 < s9 < t; < tg, luego el

vector:

(e Wansy — € M Waney, € 2 W, — MM Wy, )
se sabe que es gausiano por la proposicién (1.9), y ademads se tiene que:
Cov (G_Aszwez,\@ — 6_)\81 W62>\S1 s 6_)\t2 Weth — 6_)\t1 We%h)
= Cov (e 2 Warey, € M2 Wz, ) — Cov (€22 W arey, € Weans, )

— Cov (e ' Wy, € M2 W) + Cov (67 Woarey, € M Wons, )
o e—k(tg—SQ) o e—A(tl—Sz) . e—)\(t2—81) + 6—)\(751—81)

7 0,
asi, las variables aleatorias e **2W axsy — e M Woana, v e M2 Woan, — e MW asi, 10
son independientes por la proposicién (1.7). [ |

1.41 Ejemplo. Movimiento Browniano Fraccionario estandar.
El movimiento Browniano fraccionario estdndar, denotado por B, es un proceso
gausiano centrado cuyo operador de covarianza esta dado por:

1
Ku (ts) = 5 <|5|2H T t]2H> , tseT=R,. (1.9)

donde H € (0,1) y H es llamado el coeficiente de Hurst.

1.42 Observacion.

i) Para H = %7 el movimiento Browniano fraccionario B es el movimiento Browniano
estandar W. Esto se verifica directamente a partir de la funciéon de covarianza Ky
del movimiento Browniano fraccionario estandar. Sean s,t € T', luego sustituyendo

H = 3 en la ecuacién (1.9), queda:

1
K (t,s):§(s+t—\t—s]):m1'n{s,t},

1
B
por lo cual coincide con la funcién de covarianza del movimiento Browniano (1.8).

ii) Sean s,t € T, y h > 0, luego:

Ky (s+h,t+h) =

—~
H—
+
:

1

5 S+h)2H_|t_S|2H}
1

§{t2H+S2H ’t_S‘QH}

= K (s,1),
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de aqui, por la proposicién (1.32), resulta que el movimiento Browniano fraccionario
no es un proceso estacionario.

1.43 Proposicién.
i) El proceso BY tiene incrementos estacionarios.

ii) Los incrementos del proceso B2 son independientes sélo cuando H = %, es decir
solo en el caso que sea el movimiento Browniano.

Demostracién.

i) Se verificard que la distribucién de la variable aleatoria B/f, — B! no depende de
h > 0. De antemando se sabe que tiene distribuciéon normal con media cero, por lo
cual se calculara simplemente su varianza.

Var (B, — BfY) = [t + ™" + 1* — 2Ky (t + h, h)
= [t + A"+ B - {|t+h]2H + h2 —tQH}

— t2H

Como la varianza no depende de h entonces se concluye que el movimiento Browniano
fraccionario tiene incrementos estacionarios.

ii) Sean si,sy,t1,t2 € T, tales que 1 < s9 < t; < tg. Se probard que las variables
aleatorias B! — BI' y B/l — B/! son independientes. Para ello, nétese primeramente

que el vector formado por las variables:

(Bi; = Bii, B, — Bi})
es un vector gausiano por la proposicién (1.9). Ahora se hard uso de la proposicién
(1.7) para determinar si las variables son independientes y por lo tal, resta calcular
la covarianza entre las variables.

Cov (B — B, Bl — B[l = Cov (B, B{l) — Cov (B, B{l) — Cov (B!, B/
+ Cov (Bg,Bt}f)
1

=3 {(h — 51"+ (t1 — 52)* = (t2 — 52)* — (11 — Sl)QH} :

lo cual es cero si y s6lo si H = %, es decir son independientes si y sélo si H = % |

1.44 Ejemplo. Movimiento Browniano Subfraccionario.
El Movimiento Browniano Subfraccionario SB¥ es un proceso gausiano centrado con
funcién de covarianza:

KB (s,1) = s 127 — Z (s + )" +|s — t\2H] . s;teT=R,, (1.10)

!
2
donde H € (0,1).
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1.45 Observacion.

i) Para H = %, el movimiento Browniano subfraccionario SB2 es el movimiento
Browniano estandar. Esto se verifica sustituyendo H = % en la ecuacion de la funcién

de covarianza (1.10).

1
KPP (s,t)=s+t—=[(s+1t)+]|s—t]]
2

2
Lt as— 1 — sl
= — s—|t—s
2
=min{s,t},

por lo tanto la funcién de covarianza K72 coincide con la funcién de covarianza del
2

movimiento Browniano (1.8).

ii) El movimiento Browniano subfraccionario SB no es estacionario. La prueba se
sigue al observar que, para s,t € T, y toda h > 0, la covarianza K2P (s + h,t + h)
tiene la siguiente forma:

1
K5 (s + byt + h) = (s + W) + (8 + 0" = 2 [(s+t+2h)2H+|t—s|2H],

es decir al observar que K57 (s + h,t + h) depende de h, por lo cual es diferente al
valor de K37 (s,t). Luego, por la proposicién (1.32), se concluye que el proceso no
es estacionario.

1.46 Proposicién. El movimiento Browniano Subfraccionario SBY sélo tiene in-
crementos estacionarios e independientes cuando H = %

Demostraciéon. Sea h > 0. Primeramente se probara que la distribucion de la
variable aleatoria SBfL, — SBf no depende de h sélo cuando H = 1. De entrada se
sabe que la variable aleatoria tiene distribucién normal con media cero, por lo cual
basta verificar la forma de su varianza.

Var (SBgrh - SB,{I) = Var (SBﬁh) + Var (SB,{I) — 2Cov (Sth, SB,?U)

=2(t+h)*" — % (2(t + h)*" + 202" — Z (2h)*"

1
2
_2{(t+h)2H+h2H_ [(t+2h)2H+t2H]}

1 1
=520+ D 5 (2h)* + (t 4 2n)*" 21,

1 1
sin embargo, s6lo cuando H = % se tiene que Var (SBerh — SB;) =t, por lo tanto,

el movimiento Browniano Subfraccionario tiene incrementos estacionarios si y sélo
st H= %, es decir, en el caso que sea un movimiento Browniano estandar.
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Ahora, se probard que el proceso SB tiene incrementos independientes sélo
cuando H = 3.

Sean 1, 89,t1,t9 € T, tales que s1 < sy < t1 < ty. A estas alturas se sabe de
antemano que el vector:

(sBZ — SBI

S17?

SB[ — SB[

es gausiano por la proposicién (1.9), por lo cual resta ver en qué casos la covarianza

entre las variables aleatorias SB — SB!I y SBfT — SB[ es cero.

Cov (SBI — sBI SB! — SB]T)
1

e e )

1

— 5 {(tz + 82)2H — (tl + 82)2H — <t2 + 81)2H + (tl + 51)2H} ,

lo cual es cero solo en el caso cuando H = % Por ultimo, por la proposicién (1.7) se

concluye que las variables SBY — SBI y SBI — SB/" son independientes si y sélo

si H=1 |
2

En el articulo [Norvaisa, 2011] se encuentra mas informacién del movimiento
Browniano Subfraccionario.

1.47 Ejemplo. Movimiento Browniano Bifraccionario.

El movimiento Browniano Bifraccionario, el cual se denotard como B fué pre-
sentado por Christian Hundré y José Villa en el articulo [Hundré, Villa, 2003]. Este
proceso es gausiano centrado con funciéon de covarianza dada por:

1
K (s,t) = 55 {(tQH + 525 | - s|2HK} . steT=R,, (1.11)

donde H € (0,1) y K € (0,1].

1.48 Observacion.

i) Cuando K = 1, el movimiento Browniano Bifraccionario B'¥ es el movimiento
Browniano fraccionario. Esto resulta evidente al sustituir el valor K = 1 en la funcion
de covarianza (1.11), ya que corresponde a la funcién de covarianza del movimiento
Browniano fraccionario (1.9). Ademés, de este caso se deduce que cuando H = %

y K = 1 entonces el movimiento Browniano Bifraccionario B#* es el movimiento

Browniano estandar.

BH,K

ii) El movimiento Browniano Bifraccionario no es estacionario. Para ver esto

sean s,t € T'y h > 0, luego nétese que:

1 K
KH,K (S+h;t+h) = 2_K {((t—f-h)QH—l— (3—|—h)2H> _ |t_s|2HK}7
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es decir ndtese que el valor de Ky (s+ h,t+ h) depende de h y con ello no es
igual al valor de Ky  (s,t). Por esta observacién, la proposicién (1.32) afirma que
el movimiento Browniano bifraccionario no es estacionario.

1.49 Proposicién.

i) El movimiento Browniano Bifraccionario BX no tiene incrementos estacionarios

cuando K # 1, es decir, tiene incrementos estacionarios solo cuando es un movi-
miento Browniano fraccionario.

i) El movimiento Browniano Bifraccionario B no tiene incrementos independi-
entes cuando K # 1 o cuando H # %, es decir tiene incrementos independientes solo
cuando es un movimiento Browniano estandar.

Demostracion.

. , g : . pHK H,K

i) Sea h > 0. Se mostrard que la distribuciéon de la variable aleatoria B,.) — B~
depende de h salvo en el caso K = 1. Para probarlo se calculara simplemente su
varianza ya que se sabe que es una variable aleatoria normal con media cero.

Var (Bfi,f — Bf’K> = (t + R 4+ B2 9Ky i (t+ h, h)

K
= (L + h)*1F 4 p2HE _9l-K { ((t +h)*" + h2H> — tZHK} ,

tQH

, , . . H,1 H,1
asi obsérvese que solo cuando K = 1 se tiene que Var (Bt = By ) = , €s

decir sélo en este caso no depende de h, por lo tal, el proceso tiene incrementos
estacionarios si y solo st K = 1.

ii) Sean s, s9,t1,t2 € T, tales que 51 < s <t < ty. Luego, el vector aleatorio
(Bg,K _ Bg,K’ Bg’K _ Bg}()
es gausiano por la proposicion (1.9). Enseguida se analizard en qué casos la covarianza
entre las variables aleatorias es cero.
Cov (B;ZK — Bg’K, Bg’K — BfK) = Kp i (s2,t2) — Kp g (52,t1) — Kp i (51, 12)
+ Ky i (s1,t1)
= e {7 48— (1 - s

1 K
_ L {(ng + 2ty — SQ)QHK}
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de aqui, si K = 1, se obtiene que:

HK HEK pHK HK
Cov (BIK — BIK, Bl — B
1

s (= s () — (- )

CO\/ <BS ’ — BSl’ 7Bt — Btl > — O,

por lo tanto, la covarianza entre las variables aleatorias BZ-X — BILK BRIk
escerosiysolosi K =1y H = %, y por la proposicién (1.7), se concluye que las
variables son independientes si y sélosi K =1y H = % |

El movimiento Browniano bifraccionario también se puede consultar en el articulo
[Norvaisa, 2011].

1.50 Ejemplo. Movimiento Browniano Fraccionario Mezclado.
El movimiento Browniano fraccionario mezclado M* (a,b), de pardmetros a,b € R
y H € (0,1), es un proceso gausiano centrado definido de la siguiente manera:

M/ (a,b) :=aW, +bB/!, teT=R,.

donde {W;},.; es un movimiento Browniano estandar y { Bf},_ . es un movimiento
Browniano fraccionario independiente del proceso W. (Ver [Zili, 2006]).

1.51 Observacion.

i) Para s,t € T, se tiene que Cov (WS, BtH) =0.

Obsérvese que el vector (WS, Bl ) es gausiano ya que las combinaciones lineales
del vector (Ws, B ) corresponden a combinaciones lineales del proceso M (a,b), el
cual es gausiano, y por lo tanto tienen distribucién normal. Luego, por la proposicién
(1.9) se prueba la afirmacion.

Ahora, tomando en cuenta que los procesos W y B son independientes, se
tiene que las variables aleatorias W, y B son independientes, por lo tanto, de la
proposicién (1.7) se sigue que Cov (Ws, BtH) =0.

ii) Para s,t € T, la covarianza del proceso M* (a,b) esta dada por:
2

Cov (M (a,b), M (a,b)) = a*(t A s) + % <t2H + s — |t — 3|2H> ) (1.12)

donde (¢t As) =3 (t+s— |t —s|).



1. Preliminares 31

Esto se verifica mediante el cdlculo directo de la covarianza como se muestra:
Cov (M} (a,b), MF (a,b)) = Cov (aW, + bB/?,aW, + bB.)
= Cov (aWy, aW;) + Cov (aW;, bB) + Cov (aB/", aWy)

+ Cov (aB/’,bBY)
b2
:a2(t/\s)+§ (52H+t2H— |5—t|2H> :

donde la ultima igualdad se debe a que Cov (Wy, Bf) = 0 = Cov (B, W), por la
observacién 7).

iii) Observando la forma de la covarianza del proceso, dada en la ecuacién (1.12),
y haciendo uso de la proposicién (1.32) se llega a que el movimiento Browniano
fraccionario mezclado no es un proceso estacionario.

1.52 Proposicion.

i) El proceso M* (a,b) tiene incrementos estacionarios.

ii) El proceso M (a,b) no tiene incrementos independientes salvo cuando H = %

Demostracién.

i) Sea h > 0. Para ver que la distribucién de la variable aleatoria M, (a,b) —
M (a,b) no depende de h, sélo basta con probar que su varianza no depende de
h, ya que se sabe que tiene distribuciéon normal con media cero.

Var (M1, (a,b) — M}" (a,b)) = Var (M, (a,b)) + Var (M,f[ (a,b))
—2Cov (M, (a,b), M (a,b))
a (t+h)+ b (t + h)QH +a’h + b*R*H
(

b? b?
—2<a2h+2 t+h)2H+ —h2 2t2H>

= a’t + b’
por lo tanto, el proceso M¥ (a,b) tiene incrementos estacionarios.

ii) Sean si,89,t1,ty € T, tales que s; < sy < t; < to. Para determinar si el proce-
so M (a,b) tiene incrementos independientes se analizard la covarianza entre las
variables:

MSZ (CL, b) - Ms}f ((l, b) y Mt}; (CL, b) - MtIl{ (CL, b) ’
como sigue.
Cov (M (a,b) — M (a,b) , M (a,b) — M (a, b))
= Cov (M (a,b), M (a,b)) — Cov (M (a,b), b))
— Cov (Mg (a,b), Mg (a,b)) + Cov (MH (a, b) ( b))
bQ

) [<t1 — 82)2H + (t2 — 31)2H — (t2 — 52)2H (t — Sl) ]
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1

de aqui, obsérvese que sélo en el caso H = 3 se tiene que:

Cov (M (a,b) = M (a,b) , M (a,b) — M (a,b)) =0,
luego, aplicando la proposicién (1.7), se concluye que las variables aleatorias

M (a,b) = M (a,b) y M[T (a,b) — M/ (a,b) son independientes si y slo si H =
Por lo tanto, el proceso M* (a, b) tiene incrementos independientes si y sélo sf H =

.l\DI)—‘[\JI»—t



Capitulo 2

Movimiento Browniano
Fraccionario

Este capitulo es la parte central de la tesis ya que aqui se presentard la defini-
cion del movimiento Browniano fraccionario mas general y algunas equivalencias del
mismo, se examinaran las propiedades basicas del proceso y se culminara dando una
buena idea de la manera en la que fué introducido su estudio histéricamente.

Los procesos estocasticos que se consideran en este capitulo estan definidos en el
espacio de probabilidad (92, .#,P), con conjunto de tiempo 7' = R, , a menos que se
especifique lo contrario.

2.1. Introduccion

La principal propiedad del movimiento Browniano fraccionario es que es un pro-
ceso autosimilar y por tal razén en esta introduccién se estudiaran algunos resultados
sobre procesos autosimilares con los cuales se podra entender la importancia de esta
propiedad en los procesos gausianos especificamente. Ademas se daran otros ejemplos
de procesos gausianos autosimilares aclarando con ello la existencia de otros procesos
de este tipo.

2.1.1. Procesos Autosimilares

Los procesos autosimilares son invariantes en distribucién bajo cierta escala de
tiempo y espacio. Son importantes en la modelacion debido a que la propiedad de au-
tosimilaridad aparece en fendmenos de la geofisica, hidrologia, turbulencia, economia,
etc..

Histéricamente, este fendmeno de autosimilaridad fué observado por primera vez
en las inundaciones del rio Nilo en los anos 622-1284. Las observaciones fueron for-
malizadas por Tousson en el articulo [Tousson, 1925], donde muestra que el nivel de

33
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acumulacién del rio Nilo tiene cierta “persistencia”(es decir el nivel de acumulacién
del rio Nilo se mantiene durante cierto tiempo). Posteriormente, estas observaciones
fueron consideradas por el hidrélogo britdnico Hurst en el articulo [Hurst, 1951],
para predecir el nivel en el que se inundaba el rio Nilo, obteniendo buenas aprox-
imaciénes, por lo cual las establecié como normas estadisticas en hidrologia con el
indice de autosimilaridad de los procesos subyacentes. Por esta razén a tal indice de
autosimilaridad también se le conoce como coeficiente de Hurst [Taqqu, 2013].
A continuacién se presenta la definicién formal de los procesos autosimilares.

2.1 Definicién. Un proceso { X}, se dice que es autosimilar de indice H > 0, si
para cada a > 0, los procesos { Xat},er ¥ {aHXt}teT tienen la misma distribucion, o

equivalentemente, los procesos { X },cr {a_HXat}teT tienen la misma distribucion.

2.2 Observacion. Un detalle importante que se destaca a partir de la definicién es
que un proceso autosimilar {X;},., no puede ser estacionario. La justificacion es la
siguiente: obsérvese que para cada a > 0:

E(X})=FE(X2) por la estacionariedad,

=a*E (X7) por la autosimilaridad,

de aqui se sigue que E (X?) = 0, es decir X; = 0 c.s., y por lo cual el proceso es
nulo, siendo esto una contradiccién. Por lo tanto, un proceso autosimilar no puede
ser estacionario.

Sin embargo, la siguiente proposicién establece una relacion entre los procesos
autosimilares y los procesos estacionarios.

2.3 Proposicion. Sea {X;},.; un proceso autosimilar de indice H, entonces el
proceso definido por:
Vi =exp{—tH} Xz, teT,

€s un Proceso estacionario.
Reciprocamente, si {Yt}teT es estacionario entonces X; = tHYlogt, cont €T, es
un proceso autosimilar de indice H.

Demostracién. Supéngase primeramente que {X;},., es un proceso autosimilar de
indice H, entonces se probara que el proceso {Y;},., es estacionario. Para ello, sea
h>0ya=e" ast:

6_(t+h)HXet+h

e M tHX ,

Yiin

e_tHa_HXaet sustituyendo e por a,

15

e ™ X, por la definicién de autosimilaridad (2.1),
= tha
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por lo cual el proceso {Y;},., es estacionario.
Para probar el reciproco, sea a > 0 y, en este caso, se tomara h = log(a), asi:

Xi = t"Yiogt
Z 4H Yhi10g¢t  DoOT la estacionariedad del proceso Y,
=t Yiog(a)+1og(t) Sustituyendo h por log(a),
= " Viogar

= a_HXata
por lo tanto el proceso {X;}, ., es autosimilar de indice H. |

Un ejemplo de esta relacién es el proceso de Ornstein-Uhlembec (1.39), el cual es
un proceso estacionario asociado al movimiento Browniano fraccionario con indice
de autosimilaridad H = %, es decir, asociado al movimiento Browniano estandar.

2.4 Proposicién. Sea {X;},.; un proceso autosimilar de indice H, con incrementos
estacionarios y tal que P (Xy # 0) > 0. Si, ademds, para alguna v > 0 se liene que
E (| X1]") < o0, entonces se siguen las siguientes implicaciones:

i) SiO<7<1setienequeO<H<%.
ii) Siy > 1 se cumple que 0 < H < 1.

Demostracién.
i) Sea 7 € (0,1). Para la demostracién de este inciso se usaran las siguientes de-
sigualdades:

Para a > 0,b > 0 se cumple que (a+b)" < a” + 1. (2.1)

Para a > 0,b > 0 se cumple que (a +b)” < a” +b7. (2.2)

Antes de usar las desigualdades anteriores primero noétese lo siguiente:
[ Xo|" = (X = X1) + Xa|" <[ Xo = X + [ X (2.3)
de aqui, tomando a = | Xy — Xi| y b = |X;| en la desigualdad (2.1) se obtiene que:
[1Xz = Xa| + [ X0 ]]” < [Xo = Xa["+ [ X0 [ (2.4)
Juntando las desigualdades (2.3) y (2.4) se llega a la desigualdad:
[ Xo|" < [Xo = Xa|" 4+ [X0]7, (2.5)

y, ademds, por la desigualdad (2.2), esta iltima desigualdad (2.5) se vuelve estricta
en el conjunto A = {X; # 0, Xy — X # 0}.
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Ahora, la hipétesis de que el proceso {X;},., tiene incrementos estacionarios

implica que Xy — X 4 X1 por lo cual el conjunto A tiene la misma probabilidad
que el conjunto {X; # 0}, es decir P(A) = P(X; # 0), donde P (X; # 0) > 0 por
hipétesis. Con estas deducciones se obtiene lo siguiente:

E|X2|V:/ |X2|%m»:/ Xl dP+ [ | Xo| dP
Q A Ac
</]X2—X1]7+|X1|7dIP>+ X[ dP
A Ac

§/|X2—X1|”+|X1|'VdIP+ X5 — X,[ + [ X.[? dP
A Ac

== E ’XQ - X1|7 + E‘Xl‘w,

es decir,

E |X2|Fy <E |X2 — X1|'y + E |4X71|7 .

De aqui, usando de nuevo el hecho que Xy, — X3 Zx 1, resulta que:

Luego, recordando que el proceso {X;},., es autosimilar de indice H se tiene que
20 X, 4 X5, ast:

EXo|" =E|27X|" =2PE |X|". (2.7)
Por tiltimo, las ecuaciones (2.6) y (2.7) implican que 2#7 < 2, por lo tanto H < %
ii) Sea v > 1. Para el caso en el que v > 1, se toma p = %, de esta manera se tiene
que 0 < p <1,y con ello se cumplen las hip6tesis del inciso i) para los valores de p,

por lo cual se concluye que 0 < H < %, Vp < 1. Asi se llega a que 0 < H < 1. Luego,
si v = 1 entonces quiere decir que E |X;| < co. Por otro lado, tomando en cuenta
que el proceso es estacionario se cumple que X, — X3 Zx 1, con lo cual se obtiene lo
siguiente:

E|Xo| =E|(Xs— X))+ X3 <E|Xy — Xi|+ E|Xq| =2E|Xq],

es decir,

E|X,| < 2E|X,] . (2.8)
Mientras que por la autosimilaridad se tiene que Xy Z ot Xy, ast:

E|X,| =27E|X,]. (2.9)
Por lo tanto, combinando las ecuaciones (2.8) y (2.9), se llega a que 27 < 2, es decir
H<1. |

A partir de esta proposicién se observa que si un proceso {X;}, ., es autosimilar
con incrementos estacionarios y Var (X;) < oo, entonces el indice de autosimilaridad
del proceso pertenece al conjunto (0,1]. Lo cual también se cumple en particular
para los procesos gausianos autosimilares con incrementos estacionarios.
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2.1.2. Ejemplos de procesos autosimilares

A continuacién se presentan algunos ejemplos de procesos autosimilares que a
su vez sirvieron como ejemplos de procesos gausianos en el capitulo 1, por lo que
en esta seccion se presentan procesos gausianos centrados con la propiedad de ser
autosimilares. Solamente se consideraran procesos gausiano centrados debido a que
se facilita la prueba de que sean autosimilares. Ejemplos de procesos autosimilares
que no sean gausianos se encuentran en los libros [Samorodnitsky, 1994, pag. 312] y
[Figuero, 2000, pag. 85].

2.5 Ejemplo. Movimiento Browniano Fraccionario estandar.
El movimiento Browniano fraccionario B¥ es un proceso gausiano centrado con indice
de autosimilaridad H € (0, 1). Se probard que en efecto es un proceso autosimilar.
Segun la definicién de autosimilaridad (2.1) se necesita probar que los procesos
{BY er Y {aHBtH}teT tienen la misma distribucién para toda a > 0. Para ello,
es fundamental que el proceso BY sea gausiano centrado ya que de inmediato se
tiene que los procesos {BH} or V {a"B['}, o también son gausianos y, de esta
manera, para probar que tienen la misma distribucién resta verificar que la funcién
de covarianzas del proceso {Bﬁ sea igual a la funcién de covarianzas del proceso

{a" B/}

teT

T Sean s,t € T, y a > 0, de aqui:

1
Cov (Bl B) = 3 {]at!w + |as|*" — |at — as|2H}

1
_ §a2H {|t|2H n |S|2H - S|2H}
= a*"Cov (BtH, BSH)
= Cov (aHBtH,aHBSH) ,
por lo tanto, los procesos {Bﬂ et Y {aH B } rep tienen la misma distribucién.

2.6 Ejemplo. Movimiento Browniano Subfraccionario.

El movimiento Browniano subfraccionario SB¥ (ver [Norvaisa, 2011]) es un pro-
ceso autosimilar de indice H € (0,1). Se verificard que los procesos {SBﬁ P
{a""SBf }teT
que los procesos {SBﬁ et ¥ {aH SBH } sep tienen la misma funcién de covarianza
ya que ambos procesos son gausianos centrados. Sean s,t € T', y a > 0, de aqui:

tienen la misma distribucién para toda a > 0. De nuevo, basta ver

Cov (SBH,SBH) = (as)* + (at)*" — % [(as +at)* + |as — atlm}

at»
1
_ 2H lszH 4g2H 5 <(s +t)2H + |as — at|2H>:|
= a*"Cov (SB[, SBY)
= Cov ("SB!, a" SBY).

Por lo tanto se verifica la autosimilaridad del proceso SB*.
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2.7 Ejemplo. Movimiento Browniano Bifraccionario.
El movimiento Browniano bifraccionario B (ver [Norvaisa, 2011]) es un proceso
autosimilar de indice HK, donde H € (0,1) y K € (0,1]. Para probarlo se veri-

, . . HK . s
ficara que la funcién de covarianza del proceso {Bat’ } es igual a la funcién de
teT

covarianza del proceso {aHKBtH’K} .Sean s,t € T, y a > 0, luego:
teT

1 K
Cov (B;g’K, B£K> = o { ((at)QH + (as)2H> — |at — a3|2HK}

2HK
_ a2k {(t2H +82H)K - S|2HK}

H,K
— o Cov (B, BI'K)

HK
= Cov (aHKBt ’ ,aHKBf’K> .

Por lo tanto, el proceso B es autosimilar con indice HK .

2.2. Propiedades del Movimiento Browniano
Fraccionario

El movimiento Browniano fraccionario fué presentado por Kolmogorov en el
articulo [Kolmogorov, 1940] luego, tiempo después, su estudio fue retomado y com-
pletado por Benoit B. Mandelbrot y Van Ness en el articulo [Mandelbrot, Ness, 1968],
donde se le atribuyé el nombre actual.

En esta seccién se estudiaran las principales propiedades del movimiento Brownia-
no fraccionario, sin embargo, para empezar a estudiarlo, resulta natural comenzar
con la prueba de la existencia del mismo y para ello el siguiente lema prueba la
existencia del movimiento Browniano fraccionario usando el teorema (1.30), con el
cual es suficiente mostrar que la covarianza del movimiento Browniano fraccionario
es positiva definida.

2.8 Lema. Para H € (0,1], la funcién

1
K (ts) = 5 <|s|2H P < s — t|2H> , steT,

es positiva definida.
Demostracion. Primeramente se probard la siguiente igualdad:

> HT(1-H
/ (1—exp™) 2z " da = %) Yu > 0. (2.10)
0
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Para demostrar la igualdad se resolvera la integral del lado izquierdo integrando por
partes como sigue:

/ (1 — exp_x“) R
0

(eXp_mu_l) = u > —-H —zu
:H—QJHO +ﬁ i 7 exp “Mdr
o (expm 1) (expT™ 1) w [ g
S T T e T, e

., —uexp ™ uw [ 5 . pA

=—lm—4+ = xr "exp "dx, por la regla de L’Hopital,
= % il_r)l(l) 21 H expTU® 4 % i rH exp™™dx

u oo
=g rH exp~®dz,

0
por lo que se tiene la igualdad:
/ (1 — exp’x“) e 7 g = g/ rH exp™™dz, (2.11)
0 H Jy

luego, aplicando el cambio de variable y = uz a la integral del lado derecho de la
igualdad anterior (2.11) queda:

HD (1 — H)

00 uH o0 u
/0 (1 — exp_x“) R 7/0 y M expVdy = 7 , Yu>0,

por lo tanto se llega a la igualdad deseada.

Ahora se probara directamente que la funcién de covarianza del movimiento Brow-
niano fraccionario es positva definida, es decir se probara que para todat,...,t, € R
vy ap,...,a, € R conn €N, se cumple que:

Z aiajKH (ti,t]’) Z O
i,j=1

Sea to =0y sea ag = —_,_, a;, por lo que Y 7 ja; = 0. Asf:
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n n
Z aia; Ky (ti,t;) = Z a;a; (|ti|2H + 2 = |t — tj|2H>
ij=1 ij=1
n n n
— Z aiaj |t2|2H + Z CLZ'CL]‘ |tj|2H — Z aiaj |tz — tj|2H
ij=1 ij=1 ij=1
n n n n n
= Zai |ti|2H <Z CLj) + Zaj |tj|2H (Z ai> — Z a,-aj |ti — tj|2H
i=1 j=1 j=1 i=1 ij=1
n n n
= Zai > (—ao) + Zaj |t (—a0) — Z aia; [t; — t;|*"
p = by
= — Zazao |t; — t0|2H Zajao t; — o 2H Z aa;|t; —
i,j=1
= — Z a;Q; |t2 - tj 2H (212)

i,j=0

Luego, poniendo u!’ = |t; — t;|*" en la igualdad (2.10) se obtiene que:

H = e\ i
|tl—tj‘2H:m/o (1—6Xp [ti=t] >37 1 Hdl’,

y sustituyendo este valor en la ecuacién (2.12) resulta lo siguiente:

i aa; K (t;,t;) Z a;a; t; —

i,j=1 1,j=0

[/ Zazaj -1 de—l—/ Zalaj “H oxp®

4,j=0 t,j=0

: ﬁ/ (%) (% w)

1 / Zalaj H oxp® it gy

,j=0

H tj‘Q —1-H
= F(—/ (Z a;a;exp ) x dz.

,J=0

2
i~ d
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Para garantizar que la integral anterior es no negativa basta probar que:

n
z : lt—t]?
aiaj exp z|t; tJI Z O,

i,j=0
debido a que x > 0 y ﬁ > 0. Y para probarlo, obsérvese que la funcién ¢ (t) =

— 2 <2 sy . . .
exp~ " es la funcién caracteristica de una variable aleatoria normal con media cero

y varianza 2z, asi, por el teorema de Bochner [Shiryaev, 1996, pag. 287], la funcién
@ es positiva definida, es decir se tiene que:

n
_ 4.2
g aiaj exp z|t; tJI Z 07

17]20
lo cual concluye la demostracién. |
Hasta este momento se ha visto que el movimiento Browniano fraccionario es
autosimilar de indice H € (0,1) y tiene incrementos estacionarios. Ahora, en la

siguiente proposicién se vera en qué casos un proceso autosimilar con incrementos
estacionarios es un movimiento Browniano fraccionario.

2.9 Proposicién. Sea {X;},., un proceso autosimilar, de indice H, con incrementos
estacionarios y varianza finita, entonces

i) Xo=0 c.s.

i1) Si0 < H <1, entonces el proceso es centrado y cumple que:
1
Cov (X, X,) = 3 (tQH +s2H |t — s|2H> Var (X)) (2.13)

iii) Si H =1, entonces Xy = tX; c.s., para toda t € T.

Demostracion.
i) Debido a que el proceso {X;},., es autosimilar de indice H se tiene que:

E(Xg) = a”E (X3),Va > 0,
de aqui resulta que E (X2) =0y asf Xg =0 css.

ii) Sea H € (0,1). Se usarda que el proceso es autosimilar con incrementos esta-
cionarios para obtener la siguiente igualdad:

E(X ) E(Xy—X1) yaque Xo — X ZXl,
E(X3) - E (X))
2HX1) —E(X;) wusando que X, Zz 20X
= (2H 1)E(X1),
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de aqui se llega a que E (X;) =0, ya que H € (0,1), este hecho implica que:
Var (X;) = E (X7) (2.14)
y, por la autosimilaridad del proceso, se tiene que:
X, Za "X, Va>0, (2.15)

y con ello E (X,) = 0,Va > 0, es decir el proceso {X;},.; es centrado.
Ahora, usando de nuevo que el proceso es autosimilar con incrementos estaciona-
rios se obtiene la siguiente igualdad:

B(X7) + B (X)) - B[(X, - X7}
E(X7) +E(X2) —B|(Xp—y - X0)’] }
(

E (21 X2) + E (s2/X2) — E [|t _ s Xf]}

E (X, X,

[\DIH[\DI»—‘MIHI\DI

21 4 2H | syﬂ E(X?), (2.16)

~—~~ —

Luego, por las ecuaciones (2.14) y (2.15) se concluye que:

1
Cov (X, X,) = B(X,X,) = 5 [t2H 52t — s|2H} Var (X)) .

iii) Sea H = 1. Se probard de manera directa que E [(X; — tXl)z} =0.

E[(X; —tX1)’] = E(X?) — 2tE (X, X1) + °E (X})
=t°E (X7) — 20°E (X7) + E(X7), por la igualdad (2.16),
= (1* =2 +*) E (X7?)
= 0.

Por lo tanto X; = tX; c.s. |

La proposicién anterior establece que un proceso autosimilar de indice H € (0, 1),
con incrementos estacionarios y varianza finita tiene la funcion de covarianza del
movimiento Browniano fraccionario estandar, salvo por la constante multiplicativa:
Var (X;). Por lo cual la siguiente definicién del movimiento Browniano fraccionario
implica que, a pesar de esa constante multiplicativa, un proceso gausiano con tal
funcién de covarianza es un movimiento Browniano fraccionario.

2.10 Definicién. Un proceso gausiano autosimilar, con indice H € (0,1), y con in-
crementos estacionarios es llamado un movimiento Browniano fraccionario (mBf).
Si Var (X;) = 1 en la ecuacion (2.13), entonces se le conoce como movimiento Brow-
niano fraccionario estandar.
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Por lo tanto, a la proposicion anterior sélo le falta la hipotesis de que sea proceso
gausiano para que el proceso resultante sea un movimiento Browniano fraccionario.

Ahora, en la siguiente proposicion se establece otra caracterizacién del movimien-
to Browniano fraccionario usando ahora como hipotesis que sea un proceso gausiano
con incrementos estacionarios y una forma especifica de la varianza del proceso.

2.11 Proposicién. Sea {X;},., un proceso gausiano centrado con incrementos es-
tacionarios, tal que Var {X;} = t*, con H > 0 y con X, = 0, entonces el proceso
{Xi}er es un movimiento Browniano fraccionario de indice H € (0,1).

Demostracién. Se probard que la covarianza del proceso {X;},., coincide con la
covarianza del mBf. Usando que el proceso {X;},.; es centrado, que tiene incrementos
estacionarios y que Xy = 0, el calculo de la covarianza queda como sigue:

1
Cov (X, X;) = 5 {Var (X;) + Var (X,) — Var (X;—y)}, Vs,teT.
Luego, sustituyendo el valor de la varianza del proceso {X;},.,, queda:

1
Cov (X, X,) = 5 {t?H + 2 |t - 5]2H} .
Por lo tanto la covarianza del proceso {X;},., coincide con la covarianza del mBf y,
por la unicidad de los procesos gausianos establecida en el teorema (1.30), se con-

cluye que el proceso {X;},., es un movimiento Browniano fraccionario con indice de
autosimilaridad H. [ |

2.12 Observacién. Sea {Bf'} sep U movimiento Browniano fraccionario. Por la

proposicién (2.11), la variable aleatoria Bff — B tiene la misma distribucién que la
variable aleatoria (t — s)" N, donde N ~ .4 (0,1).

De la definicién (2.10) y de la proposicion (2.9) se sigue inmediatamente la prueba
del siguiente corolario.

2.13 Corolario. Sea H € (0,1] y sea {X;},., un proceso con varianza finita, en-
tonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

i) {Xi},er es un proceso gausiano autosimilar, de indice H, con incrementos estacio-
narios.

ii) {X¢},c7 es un mBf con indice de autosimilaridad H.

iii) {X¢},cp es gausiano centrado si H € (0,1), y cuya covarianza esta dada por:

1
Cov (X, X,) = 5 <t2H st s|2H> Var (X)), Vi,seT. (2.17)
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2.2.1. Regularidad de las trayectorias.

2.14 Proposicién. El movimiento Browniano fraccionario con indice de autosimi-
laridad H € (0,1), BH, admite una version continua BY tal que para toda v < H,
las trayectorias del proceso BY son ~-Hélderianas c.s..

Demostracién. Por el teorema (1.31), resta verificar que exiten constantes ¢, > 0,
tales que:

Ky (t,t)+ Kg (s,8) — 2Ky (s,t) < cl|t —s|*, Vt,seT.
En efecto, para s, t € T

Ko (6,6) + Ku (5,8) — 2Ky (s, 1) = $2H 4 20 _ {t?H + 527t — S\QH}

:’t—$|2H,

de aqui, tomando ¢ = 1 y @ = 2H en el teorema (1.31), se tiene que para cada

0 < H < 1 existe una versién continua B, donde, para toda v < § =H,las

trayectorias del proceso B son y-Holderianas c.s.. |

2.2.2. Diferenciabilidad de la trayectorias.

2.15 Proposicién. Casi todas las trayectorias del movimiento Browniano fraccio-
nario no son diferenciables en ningin punto.

Demostracién. Supéngase que Bff = 0, y sea la variable aleatoria

BH — B
%, con t,tg € Ty tal que ty < t.
— 1o

La distribucién de la variable aleatoria anterior se obtiene usando que el mBf es
autosimilar con incrementos estacionarios como sigue:

B - Bl 5 B, 4 (t—t)" Bl 4

H-1 HH
= = =(t—t B 2.18
t—to  t—t t —to (t=to) ! (2.18)
Ahora, considérese el siguiente evento:
B (w) — BH(w
A(t):{w:sup (@) () >d}7 deR,.
to<s<t s —to

De aqui obsérvese que para cualquier sucesion (t,),oy decreciente a o, se tiene que:

A(t) D A(tns), (2.19)
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y, ademas,:
BH _ BH
A(t,) D {w : ' t"(at)) " to(w)' > d}
n — L0

= {w ; ’(tn — 1)t Bf(w)‘ > d} por la relacién (2.18),
_ {w | B ()] > (t —to)l—Hd},
con lo cual se sigue que:
P(A(t,)) > P (|B{f\ > (t, —to)l’Hd> :
luego, tomando limite en ambos lados de la desigualdad anterior:

lfm P(A(t,)) > lim P (\B{f\ > (tn —to) d)

n—oo n—oo
_ p( o {\B{f\ > (ty —to) ! d})
=P (|B{'| >0) =1,

es decir, resulta que lim,,_,o, P (A (¢,)) = 1. Por otro lado, debido a la relacién (2.19),
se llega a que:

lim P(A(t,)) = P ( lim A (tn)> ,
n—oo n—oo

y por consiguiente:

B{ (w) — Bjj (w)

S—to

P ( lfim A (tn)> —P (lim sup

n—oo n—oo to<s<tp

~d) -1

)2 (i a) -1

Esto implica que el evento en el que B no es diferenciable en el punto ¢, € T tiene
medida 1, con ty arbitrario. Con lo cual se concluye que casi todas las trayectorias
del proceso B son no diferenciables en ningtin punto. |

Por lo tanto:
Bf - Bl

S—tQ

P <11'm sup

N\do to<s<t

2.2.3. «a-variacion del movimiento Browniano fraccionario.

En esta parte se considerard a T' como una constante positiva, y con el cual se
define el intervalo de tiempo: [0, 7.

Sea { Xt} 1) un proceso estocdstico denotado por X, y sea {m, }, oy una sucesion
de particiones m, = {0 =ty <t; <--- <t, =T}, tal que:

n—0o0 i
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2.16 Definicion. Un proceso estocastico X se dice que tiene a-variacion finita st
para toda familia de particiones m, = {0 =1ty <t; <---<t, =T} se tiene que la
sucesion de variables aleatorias:

Sa (X, 'ﬂ—n) = Z ‘th — th.71|a,n & N,

=1

converge en probabilidad a una variable aleatoria V, (X,[0,T]). En tal caso, a la
variable aleatoria V,, (X, [0,T)) se le conoce como la a-variacion del proceso X.

Para calcular la a-variaciéon del movimiento Browniano fraccionario sobre el in-
tervalo [0, 7] se tomard la sucesién de particiones didticas:

T
7rn:{Z—,i:0,1,2,...,n},n€N.
n

y con esta sucesion se pasara a calcular las variables aleatorias S, (BH , wn).

n
«
H E H H
Sa (B 77TTL> - BE - B(ifl)T
=1 "
n

(6
por la estacionariedad,

ZZ B

n
1

(2

IS

por la autosimilaridad,

UL |

(2

1
1 aH n e
= (g) > |B7]

=1

1 aH-1 N
= (g) B |

De aqui se puede observar que:

0 st aH >1
Sea (BH,T('n) — 00 st aH <1
R IBEY si aH =1
y por lo cual:
0 st aH >1
Vo (BY,0,T]) = o0 si aH <1 (2.20)

(0% .
T ’BIH { st aH =1
La siguiente proposicion establece una equivalencia de la a-variancion del mBf, con

o = 2, sobre el intervalo [0, T7.
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2.17 Proposicién. La a-variacion del movimiento Browniano fraccionario en el
conjunto de tiempo [0,T], es la variable aleatoria TE (IN|*) para o = %, donde

N ~ ¥ (0,1).

Demostracién. Sea (') una particién del intervalo [0, 7] tal que:

lfim sup (£}, — t}') = 0.

n—oo i

Para simplificar se denotard por S,, a S, (BH , (t?)), donde:

n

Sa (BH7 (t;n)) = Z Btlil B Bg

=0

(67

Y

asi, la demostracion consistird en probar que:

lim E [(sn ~TE (|N|@))2} ~0.

n—oo

Para ello nétese lo siguiente:
E[(S. — TE(INI")’] = E[S2] - 2TE NI EIS,] + TE2IN|],  (2:21)

donde

«

E[S,] = E

n
o
H H
§ : ‘Bti+1 - Bt¢ ]
=0

= ZE [|ti+1 — ;] ]N]a] por la observacién (2.12),
=0

- ZE HBgﬂ - Btlj
=0

_ 1 ; .
con lo cual, para a = & se sigue que:

E[Sa] =Y Ellti1 — &l [N]"]
1=0

=E[|N|"] Z |tiv1 — il
i=0
= TE[IN]"],
y sustituyendo este tltimo resultado en la igualdad (2.21):
B |(Sy — TE(INI*)*| = B [S2] - 2TE[IN|"| E[S,] + T*E2[|N|"]
E[S,] = 2TE[IN]*|TE[IN|"] + T*E* [|N|"]
E [SZ] — T°E*[|N|7].

n



2. Movimiento Browniano Fraccionario 48

De esta manera resta probar que E (S?) — T2E? (|N|%).

n—o0
Primeramente obsérvese que:

2= ZBH - B[

+22‘Bt+1—85

1>7
2«
)

)Bg—O—l - Bg

H H
‘Btﬂl N Btj

Se denotara por I; a la siguiente expresion:

ZE UBI‘/H _Btl;l

y por Iy a la expresién:

22EHBt+1—Bga

i>]

ast E(S2) =1; + I, y con ello:

lim E (STQL) = hm I + lim 12

n—o0 — 00 n—

Para calcular el limite de I; se tomara en cuenta la observacién (2.12) ya que con
ella se obtiene que:

Il_ZE“Bt+I_ ’ :| ZE[ 7,+1_t 2aH|N|2a )

y sustituyendo a = % queda:

L => E[(tia — )" [N
=0
=E(IN™) Z (ti1 — ) (ti1 — &)
1=0

E(|NP) sup (£ — ) Y (tipr — )

=0
— B (V) Tstip (t7 — )

— 0,

n—oo

por lo tanto I; — 0.

n—00
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Ahora se procedera a calcular el limite de I, usando, de nueva cuenta, la obser-
vacién (2.12).

I = QZE HBt+1 - Btlj ‘Bngl - Btfjl }
i>7
—2%"E H w1 — )TN ‘(ztj+1 ~1)" M| |
i>7
= 2B (I[N [N ™)) [tigr — il [tjen — 5177,

1>7

luego, sustituyendo v = % resulta:

Iy = 2B (INi|* [No[*) D [tien — | [t01 — 8],
i>7
y usando que las variables N; y N, son independientes se obtiene una simplificacién

para Iy:

I = 2B (|V;[*) E (|Na|*) Y [tien — il [£501 — 1]

i>]

25 (| N1|*) E (| N1[* Z tiys — 1 ‘Z [tjv1 — ]

= 2E° (|M:[%) Z i1 — tilti

Por ltimo, recordando la definicién de integral de Riemann:

n T 2

Z (tig1 — i)t — tdt = 5

n—oo
i=0 0

por lo tanto:
I, — T?E*(|N,|%).

n—oo
De esta manera se concluye que:
2\ 2102 @
E(S)) =L +T — T°E*(IN|"),
donde Ny ~ 47 (0,1).

Por lo tanto, finalmente se obtiene que:

lfim E [(sn CTE (N>

n—o0

es decir V, (BH, [O,T]) =TE (|N|%) c.s., para a = % u

0,
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2.2.4. El mBf no es Semimartingala cuando H # %

Nuevamente se retoma la notacién del conjunto de tiempo 7' = R, .

2.18 Definicién. Sea (Q2,.7,P) un espacio de probabilidad. Una filtracion {F}, o
es una familia creciente de sub-o-dlgebras de ¥, es decir, para cada s,t € T, con
s <t, se tiene que:

FsCF - CF.

Al espacio (Q, F A} ver ,IED) se le conoce como espacio de probabilidad filtrado.

2.19 Definicién. Una filtracion {Z},. se dice que es continua por la derecha si
{yt}teT = {ytJr}teTf donde Fy, = Sgtyé"

2.20 Definicién. Un proceso estocdstico { X}, se dice que es adaptado a la fil-
tracion {F},cp, si para cada s € T se tiene que X es Fg-medible.

2.21 Definicién. Sea (Q,ﬁ,{ﬁt}teip,}?) un espacio de probabilidad filtrado. Sea
{Xi}eq un proceso estocdstico definido en el espacio (Q,ﬁ, {ﬁt}teT,P), luego el
proceso {X;},op es llamado martingala respecto a la filtracion {F},op si:

i) Es adaptado a la filtracion.
it) E(|X|) < co,Vt €T.
i) E[Xy|Z] = X, Vs < t.
2.22 Definicién. Una funcion T : Q — {0,1,2,...,00} se dice que es un tiempo de

paro si:
{T<n}={weQ:T(w) <n}eF,VneN,

o bien, equivalentemente, si se cumple que:
{IT'=n}={weQ:T(w)=n} e F,VneN,
donde T puede ser oo.

2.23 Definicién. Sea (Q,ﬁ, {Ftier ,IP’) un espacio de probabilidad filtrado y sea
{Xt}er un proceso estocdstico continuo y adaptado a la filtracion {F}, .. El pro-
ceso { X} se dice que es una martingala local continua si existe una sucesion de
tiempos de paro {1}, creciente, con nlggoT" = 00 y tal que, para cada n € N:

KXnin{s,Tn} L{T,>0}

es una martingala respecto a la filtracion {F}, ..
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2.24 Definicién. Sea (Q, F AF}er ,IP’) un espacio de probabilidad filtrado tal que
la filtracion cumple con las condiciones habituales (es decir, la filtracion es completa
y continua por la derecha). Un proceso estocdstico {X;},.p, adaptado a la filtracion
{Fi}ier se dice que es una semimartingala continua si admite la siguiente repre-
sentacion:

Xy = Xo+ M, + Ay,

donde M es una martingala local continua y nula en cero, y A es un proceso continuo,
adaptado a la filtracion {F},.p, de variacion finita y nulo en cero.

2.25 Proposicion. Toda semimartingala continua es de variacion cuadrdtica finita.

La demostracién de esta proposicién puede consultarse en el libro [Ruiz de Chévez,
1995, pag. 87].

Ahora, a partir de la proposicién (2.25) se demostrard que el mBf no es semi-
martingala, a menos que sea el movimiento Browniano, y para ello se consideraran
los siguientes casos:

i) Si H € (0,1/2) entonces, por la ecuacién (2.20), Va (B#,[0,T]) es infinita
ya que a«H < 1. De aqui la proposicién (2.25) establece que el movimiento
Browniano fraccionario con H € (0,1/2) no es semimartingala.

ii) Si H € (1/2,1) entonces, por la ecuacién (2.20), V5 (B#,[0,T]) = 0 ya que
aH > 1. Y ahora si se supone que B es semimartingala entonces, por defini-
cién de semimartingala, se tendria que:

B =Bf'+ M, + A, teT,

asi:
M, =B —Bfl — A, teT,

por lo que la variacion cuadratica del proceso M seria cero y consecuentemente
M =0 c.s.. Esto implica que B¥ = A c.s., lo cual es una contradiccién debido
a que el mBf no tiene variacién finita (ya que o = H < 1) y, en cambio, el
proceso A si. Por lo tanto, en el caso H € (1/2,1), B tampoco es semimartin-
gala.

iii) Si H = %, se tiene que B es el movimiento Browniano estandar, el cual es
bien sabido que es martingala y por consiguiente es semimartingala.

2.2.5. Dependencia de largo plazo

2.26 Definicién. Una sucesion estacionaria de variables aleatorias { Xy}, .
dice que tiene dependencia de largo plazo si la sucesion de covarianzas p(n) =
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Cov (Xg, Xkan), con k,n € N, satisface:

lim P (n)

n—oo N~ %

=1,

para alguna constante ¢ y a € (0,1).
En este caso, la dependencia entre Xy y Xiip decae lentamente cuando n tiende
a infinito ya que p (n) = O (en™%), es decir:

p(n)

20 <oc

lim sup
n—o0

y el simbolo O se le conoce como orden de convergencia.

Para k,n € N, sean:

Se probard que la sucesién de incrementos {Xj}, .y del mBf tiene dependencia a
largo plazo sélo cuando H > % Para ello nétese lo siguiente:

pu (n) = Cov (X, Xgin)
= Cov ( Blf 1s Bk+n Blﬁin 1)
= COV (B]?, kJrn’) - COV (81517 Blin 1)
— Cov (Blf 1 Blﬁ-n) =+ Cov (Blf 1 Blﬁ-n 1)

= e+ D+ (-1 2020
:%{nﬂ{<1+%>2H+n2H<1—%)2H—2n2H}
{ (1+1)" ()}
:”2;{‘2{( ) i D }

luego, aplicando la regla de L’Hopital a la tltima expresion que esta dentro del
corchete { }, se obtiene que:

0+3) i_ﬁ) ~ L OHQEH 1),

n—oo
con lo cual cuando n es suficientemente grande se tiene que:

pr (n) =n*2H(2H - 1) — 0, VH €(0,1), (2.22)

n—oo
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de aqui se observa que la covarianza de los incrementos tiende a cero en el mismo
érden que n?72, por lo cual el mBf es un proceso de memoria larga. Ademaés:

1 pu (1) _
1m —
n—oo (2H — 1) Hn2H-2

por lo que, tomando ¢ = (2H — 1) H y a = 2 — 2H en la definicién (2.26), se tiene
que sélo cuando H € (1/2,1) se cumple que « € (0, 1), asi, sélo en éste caso el mBf
tiene dependencia de largo plazo, y consecuentemente cuando H € (0,1/2) el mBf
no tiene dependencia a largo plazo.

Ahora, para examinar las caracteristicas que tiene el mBf en el caso H € (1/2,1)
se analizard la covarianza de sus incrementos y para ello se presentan las siguientes
definiciones.

2.27 Definicién. Un proceso estocdstico se dice que es:
i) Persistente, cuando las trayectorias del proceso tienden a ir en la misma direccion.

i1) Antipersistente, cuando las trayectorias del proceso tienden a retroceder a si mis-
mo.

Para H € (1/2,1), n*=2H (2H — 1) es positiva, lo que indica que los incrementos
del mBf tienden a la misma direccién, es decir, en este caso el proceso es persistente.

Para H € (0,1/2), n*!=2H (2H — 1) es negativa, por lo cual los incrementos del
mBf tienden a direcciones opuestas, es decir, en este caso el proceso es antipersistente.

Para H = %, es bien sabido que los incrementos son independientes, ya que es el
movimiento Browniano estandar, asi, en este caso el mBf expresa neutralidad en las
direcciones de sus incrementos.

La persistencia, antipersistencia y neutralidad de los incrementos del mBf puede
observarse en las figuras 1, 2 y 3 respectivamente.

By

|','L
&0 ,I II. Ml,-h
l" l'll ,ln'-J .l| ,'”
4 ! 1.|| |.J
F Ith J-”"I'II ,""'-
wl l,"'-l ‘.I 7 Wy
| \L\ Il" | !
|I I L ||I~ ||“ll\‘h‘I (]
Lu J 200 4'6'}31 Nﬁé:n 300 1000
a0k \II .".n'l
"-_wh

Fig.1 El mBf persistente, con H=0.8.
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Fig.2 El mBf antipersistente, con H=0.2.
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Fig.3 El mBf neutralizado, con H=0.5.

A continuacién cabe presentar una aplicacién del movimiento Browniano fraccio-
nario que motiva la importancia de la dependencia de largo plazo del proceso.

Panorama de la aplicacion del mBf a las variaciones de la temperatura

En el articulo [Brody, Syroka, Zervos , 2002] se trabajé en una manera de aplicar el
movimiento Browniano fraccionario para modelar las variaciénes de la temperatura.
Por lo cual, en lo siguiente se expone a grandes rasgos sobre lo que se hizo en el
articulo para aplicar el movimiento Browniano fraccionario en las variaciones de la
temperatura.

Por conocimiento empirico se dié a conocer que algunas variables del clima, en
particular la temperatura, exhiben dependencia temporal en sus correlaciones. De-
bido a que, en el caso de las condiciones meteorologicas, si una anomalia se present6 en
el pasado lo mas probable es que continue persistiendo en el futuro, por lo tanto la
persistencia se interpreta como el grado en el que la anomalia meteorolégica se ex-
tiende, de esta manera la incorporacion de la persistencia a modelos de las variaciones
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climaticas es fundamental para obtener mejores estimaciones y cotas en estos mode-
los. Esto motivo la aplicacion del mBf para modelar las variacidnes de la temperatura
en el tiempo.

Se han desarrollado varios métodos para identificar la presencia de dependencia a
largo plazo en un determinado conjunto de datos. Sin embargo, uno de los métodos
mas simples y eficientes para analizar la temperatura diaria es el método S-T, el cual
fué introducido por Syroka y Toumi en 2001.

El ejemplo que se presenta en el articulo es un analisis de las temperaturas di-
arias del centro de Inglaterra durante los anos 1772-1999, es el registro ( del CET)
mas largo que se tiene. De aqui, a través del analisis del método S-T, se determina
un exponente v € (—0,5,0) que expresa la existencia de una correlacién de plazo
temporal entre los valores diarios, y con el cual se usa la relacion H = 1 + v, donde
H es el coeficiente de autosimilaridad del mBf.

Ahora, para modelar la evolucion de la temperatura media que se presenta dia-
riamente se considera el proceso de Ornstein-Uhlenbeck fraccionario como el modelo
basico:

dX; =k (0, — X;) dt + 0:dB, X, = 0. (2.23)

La integral estocdstica que se maneja para obtener la soluciéon de la ecuacion
diferencial (2.23) es un tipo de integral de It6 que se desarrolla en el articulo [Duncan,
Hu, Pasik-Duncan, 2000].

La siguiente proposicién proporciona la solucién a la ecuacién diferencial es-
tocdstica (2.23) con el tipo de integral estocéastica dada en el articulo [Duncan, Hu,
Pasik-Duncan, 2000].

2.28 Proposicion. Suponga que k,0 y o son funciones deterministicas acotadas. St

t
K, =exp (—/ ksds) ,
0

entonces la solucion a la ecuacion diferencial (2.23) es

t t
Xt = .TKt -+ Kt/ k‘SQSKs_ldS + Kt/ USKs_ldBf, (224)
0 0

donde x = X.

La demostracién de la proposicién puede ser consultada en el articulo [Brody,
Syroka, Zervos , 2002]. En la figura 4 se muestra una simulacién de las trayectorias
del proceso X3, que es la solucién a la ecuacién diferencial estocastica (2.23), con la
siguiente eleccién: H = 0,75, k; = 0,95 y

27t
=25+4+0,5sin|{—+1,1
O ) + 7Sln(365+ 7)7

. (27t
Qt =10 — 6,3 S1n (% + 1,2) .
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Fractional Omstein-Unlenbeck temperature simulation

Temperature
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Fig. 4 Comparacién entre los datos de la temperatura del CET y
la simulacién del proceso Ornstein-Uhnlebeck fraccionario.

2.2.6. Propiedad no Markoviana

2.29 Definicién. Sea (Q,.7,P,{F}, ;) un espacio de probabilidad filtrado y sea
{Xi}er un proceso estocdstico adaptado a la filtracion {F},., con (E, &) el espacio
de estados. Se dice que {X;},.p es un proceso de Markov si

P(X, € Al.Z7| =P X, € A| X,], Vs, teT, cons<t.
donde A € &.

De la definicién se deduce que, en un proceso de Markov, la probabilidad del
futuro sélo depende del presente, por lo que a este tipo de procesos se pueden describir
como procesos sin memoria o con pérdida de memoria.

2.30 Lema. Sea {X;},., un proceso gausiano centrado y sea K(t,s) = Cov (X, Xj),
cons,t € T, la funcion de covarianza del proceso. Si{X,},., es un proceso de Markov
entonces para cualesquiera ty, s, t € T, con ty < s < t, se cumple que:

K(t,s)K(s,to)

Kt to) = K(s,s)

(2.25)

Demostracion. Para s,t € T, con s < t, sea el vector:
K(t,s
(Xs,Xt _ MXS) :

el cual es un vector gausiano debido a que el proceso {X;},., es gausiano.
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Usando que el proceso es centrado se observara que la covarianza de las variables
aleatorias que forman al vector aleatorio es cero:

Cov <XS,Xt - MXs) —E [Xs (Xt - &S))Xﬂ

K(s, s) K(s, s
+E[X,|E [Xt - f{ ((i ‘;) Xs]
=E[X,X/,] - %E (X2)+0
~ K(ts) — géi Z))K(s, 5)
_,

con lo cual, de la proposicién (1.7)), se sigue que las variables aleatorias X, y X; —

f(((ig X, son independientes y, por consiguiente, para cualquier valor posible & de la

variable aleatoria X, se obtiene lo siguiente:

K(t,s K(t,s ) )
E {Xt — K<(t,t§ Xs| X = 5] =E {Xt — Kit,t; Xs} , por la independencia,
K(t,s)
=E[X] — E [ X,
[ t] K(S,S) [ ]
=0, ya que el proceso es centrado,
es decir: K(t.5)
t,s
E|X,— X, | X, =& =0. 2.2
R o (|0 220
Sin embargo, por otro lado se obtiene que:
K(t,s) K(t,s)
E|X; — X, Xs=¢&| =E Xy | X, =& — E XX, =
Xy |~k - - L 9B X~ ¢
K(t,s)
=E[X{ X, =¢] — , :
[ tl 5] K(S,S)g (2 27)

por lo cual, igualando los resultado (2.26) y (2.27), se llega a que:

K(t,s)
E X Xs = - =Y, ) ) .
(X4 €] K(s,s)g 0, Vs,te€T,cons<t
es decir,
K(t, s
E[X;| X, =¢ = —Kés, S))f, Vs,t €T, con s < t. (2.28)

Por otro lado, se calculara la esperanza condicional de la ecuacién (2.28) por medio
de la probabilidad de transicién de la variable X, , asi la probabilidad de transicién
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de la variable aleatoria X, usando la ecuaciéon de Chapman-Kolmogorov, esta dada

por:
oo

P(x,t,xo,to):/ P (x,t,y,s) P (dy,s,zo,to). (2.29)

o

De esta manera se usard la probabilidad de transicién dada en la ecuacién anterior
(2.29) y que el proceso {X;},., es un proceso de Markov para calcular la siguiente
esperanza condicional:

o)

E [ Xy X, = o] :/ xdP (x,t,xo,to):/ xP (dz, t, xq, to)

o0

:/ l’/ P(dl’,t,y,S)P(dy,S,IO’to)
:/ |:/ zP (dl’,t,y, S):| P (dyv S,l‘o,to)

— [ IBIX = )] P (s, t0)
< K(t
/ K(s s P (dy, s, xo,t9), con s <t, por la ecuacion (2.28),
_ K(ts)
- P (d t
K(S,S) /Ooy ( Y, S, Zo, 0)
_ K(t,s)
E|X,| X;, =
K(S,S) [ ‘ to — ]
K(t,s) K(s,t)
= to < S.
K(s,5) K(to,to) " ="
Asi, se obtuvo que:
K(t,s) K(s,to)
E[X;| X;, = o] = K(s.5) K(tg,to)xo’ con ty < s < t. (2.30)
Y, ademads, de la ecuacién (2.28), se tiene que:
K(t,t
E[X;| X4, = 20) = —K((to ;0)):130, (2.31)

por lo que igualando las ecuaciones (2.30) y (2.31) se sigue que:

K(t,s) K(s,to) Kt to)

= lg<s<t
K(S,S) K(to,to) K(to,to)’ 0 ° ’
y con ello se concluye que:
K(t,s)K(s,t
K(t,to) = ( ’S) (87 0) tg < s <t.

K(s,s)
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demostrando lo deseado. [ |

De hecho el lema es un si y sélo si [Tudor, 2002, pag. 414], no obstante para
el proposito de esta parte solo es necesaria una implicacion, aunque con la otra
implicacion resulta muy facil probar que el movimiento Browniano estdandar es un
proceso de Markov.

Ahora se procedera a demostrar que el mBf no es un proceso de Markov para

H#1L

2.31 Teorema. El movimiento Browniano fraccionario con indice de autosimilari-
dad H € (0,1), no es un proceso de Markov para H # %

Demostracién. La demostracién se hard por contradiccién usando el lema (2.30),
por lo cual se supondrda que el mBf es un proceso de Markov, es decir que cumple
con la relacion:

KH(t, to)KH(S, 8) = KH(t, S)KH(S,to), 0<ty<s< t, (232)

para toda H € (0,1).
Por el hecho de que el mBf es un proceso centrado, la relacién (2.32) es equivalente
a
BB B E|(BI)'| =B [BI B E[BI B (2.33)

y es la que se usarad para la demostracién.
Se tomardt = 1y 0 < ¢y < 1 en larelacién (2.33) para definir la siguiente funcién:

vi (to) = E [BY BH] = % {1 +2 (1 to)”’} . He(0,1). (2.34)

Luego, obsérvese que para 0 <ty < s < 1:
E BHBH 1 ¢ 2H ¢ 2H
[5—2’]:_ 1_|_(_0) _(1__0)
E [(Bf) ] 2 s s

(1),

La relacién (2.33) con t = 1 es equivalente a:

E[BI'B{]] E[BIB/]
E[BI'BI]  E[(B#)]’

por lo cual se sigue que:

t
vy (ty) =vm (—0> v (s), para0<ty<s<l1. (2.35)
s
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Ahora se definird otra funcién:

Yy (x) =logvy (e7%), conz >0, (2.36)
de aqui se tiene que:
1 1 1
Y (2) =log [ =+ se 27—~ (1— )" ), (2.37)
2 2 2
con lo cual se obtienen las siguientes observaciones:
a) 1 (0) = 0.
b) lim ¢y (z) = —o0.
T—r 00

¢) Yy (x+y)=vg(x)+ vy (y), con 0 < x <y, (por la ecuacién (2.35)).

Del inciso ¢) se deduce que:

%I/)H (z+y)= %@DH (),

es decir, la derivada de la funcién ¥y es constante para x > 0. Y ademas, consideran-
do los incisos a) y b), se llega a que existe una constante C' > 0 tal que:

Yy (x) = —-Cz, x>0.

Por esta ultima forma de la funcién ¥y se obtiene una expresién mas simple para la
funcién vy:

Vi (e_r) = e¥n@) — ¢=C7
de aqui, tomando y = e~ se observa que 0 < y < 1, y que:

vir (y) =y, ye(0,1) (2.38)
Ahora, de la ecuacién (2.36) se obtiene que:
2

vy (to) = j_toVH (to) = H (2H = 1) [3772 = (1= 1) (2.39)

del cual se observa que para H # % se tiene que H (2H — 1) # 0 y que para toda
H € (0,1) se tiene que 2H — 2 < 0, con lo cual se llega al siguiente limite:

lfm )y;:, (to)‘ = . (2.40)
to—1

Por otro lado, de la ecuacién (2.38) se sigue que:
2
vy (to) = v (to) = C(C 152,
0
obteniéndose asi:

= C|C — 1| # co. (2.41)

, "
lim |V (1)

Debido a que los limites (2.40) y (2.41) son distintos para H # 1, se llega a la con-
tradiccion. Por lo tanto, el mBf no es un proceso de Markov para H # % |
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2.3. El fenémeno de Hurst

En esta seccién se dard la idea de cémo fue descubierto histéricamente el movi-
miento Browniano fraccionario a partir del fenémeno observado por Hurst.

Se sabe que Hurst estudio6 el flujo de agua en el rio Nilo y fué donde observé un
fenémeno un tanto curioso. Para describir tal fenémeno considérese una sucesién
de variables aleatorias {X;},.y que representan los datos observados por Hurst. El
estadistico que observo fué el R-S (Re-Scaled range), el cual se define a continuacion:

R mzay; (Sz- — %Sn) — mzlnn (S,» — %Sn)
E(Xl,...,Xn):ISS ==

VASE (X - 1S,

(2.42)

donde Sy =0y S, => 1, X;.

Se supondra que las variables X/s son variables aleatorias independientes e iden-
ticamente distribuidas, con media y € R y varianza o2.

La convergencia del estadistico R-S describe el fenémeno observado por Hurst y
para examinar la convergencia se usaran las siguientes funciones:

1
t— NG (Spty — ) p), teT, (2.43)
la cual es constante sobre cada intervalo (%, %), dondei =0,1,...,n,y donde
t€10,1].
) t
t——(S,—np), teT, (2.44)

NG

la cual es monétona para toda t € [0, 1].

De aqui, por las caracteristicas mencionadas de las funciones (2.43) y (2.44), se
observa que la funcion:

1
t— 7 (Spnt) — nt] p—t(Sp — np)) (2.45)
obtiene su maximo y su minimo solo en los puntos de la forma ¢ = %, cont=0,...,n,

sobre el intervalo [0, 1] y con ello se obtiene que:

1 i
su Sin ntlu—1t(S, —n =—max | S;— -5, |, 2.46
te[opl] \/_ ( o) = Lot ( M)) n 1<isn ( n ) ( )
y que:
1 , i
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Ahora, se define la sucesion de funciones:
fu () = L (Stnt) — [nt] 1) (2.48)
U\/ﬁ ’

ya que con esta sucesion y con las igualdades (2.46) y (2.47) se simplifica la siguiente
expresion:

1 ) i ) i
—f{m (5-55.) -~ min (5.~ 15.)

0\/_ {til[é% (Spnty — Int) =t (Sp —np)) — inf (S — [nt] p—t (S, — nu))}

te(0,1]

= til[(l)pl] {fn @) —tfu (1)} — inf {f,(t)—tf, (1)}, por la definicién de f, (2.48).

te[0,1]
Luego, se denotard por ¢ (f,,) a la funcién:

sup {f () = t£, (0} = inf {, () = t£ (1)}

t€[0,1]

Hasta aqui se ha llegado a que el estadistico R-S puede escribirse de la siguiente

| g(xl,..., Gfd)(f”) -,
NSy

1 R( U¢(fn> '
Vi J S (X - 1S,

Enseguida se presenta el teorema de Donsker ya que con este teorema se obtiene
el limite de la sucesién de funciones { f,,}

es decir:

(2.49)

neN*

2.32 Teorema. (Teorema de Donsker).
Sea {X;},cn una sucesion de variables aleatorias, independientes e idénticamente
distribuidas, tales que E (Xi) =0 y Var (X;) = 02, entonces el proceso

gn (t) = (Stnt) + (nt — [nt]) Xjnej11) , neN,

0\/_

donde S, = Y1, X;, converge en distribucidn al movimiento Browniano estindar

w.
De aqui notese los siguientes puntos que resultan del teorema de Donsker:

» Paracadat = %, donde i € {1,...,n}, se tiene que:

n (i) — —Z 4 B,, conse€l01]. (2.50)
o

n n n—oo
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s Cont=1: g
g (1) = == 2 B, (2.51)
o+/N n—oco

Por lo cual, para el caso de la funcién f, (t), con t € [0, 1], se tiene que para cada
ne€Nytel0,1] exite i* € {1,...,n} tal que:

fa(®) = fu (l—) =L (2.52)

n ovn oyn’
i i* Sh (Y
t (1) == f, (1) = = e 2.53
R ey (2.53)
asi:
Sir 1" Sy
tfn
R
2 4 B, —tB, por los resultados (2.50) y (2.51).
n—oo
Luego:

¢ (fn) = sup {fu(t) =tfu (1)} — Mf {f, () —ifn (1)}

te[0,1] t€(0,1]
— sup {B;, —tB} — 1nf {Bt —tB1}

N0 ¢e(0,1]

=¢(B). (2.54)

Ahora, para terminar la convergencia del estadistico R-S de la ecuacién (2.49) se
usard la ley fuerte de los grandes ntimeros (LFGN) para determinar la convergencia

de:

n 2

%Z (Xi — %sn) :

i=1
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1 o S\’ = [XP XS, 182
= X, —— ) = L _9Ittn o, ~Tn
n;( n) Z{n n? +nn2}

i=1

n

N ¢ X; S, S?
S TR

=1

ZR:XZZ_Q&&_FS_Z

— 5 E (X7) —E*(X1), por la LFGN,

n—0o0
= Var (Xl)
= o2
Por lo tanto
1 a STL 2 C.S
> (Xi - —) 2 (2.55)
n “ n n—oo

=1

De esta manera, por las ecuaciones (2.54) y (2.55) se obtiene finalmente que:

1 g

%g(xl,...,xn) — 5 ¢(B). (2.56)
El analisis de la convergencia del estadistico R-S expresa que para el caso en el que
las variables aleatorias X7,..., X, son independientes e idénticamente distribuidas,
el estadistico R-S(X7,...,X,) converge con la constante \/Lﬁ Sin embargo, Hurst
obtuvo otro resultado, ya que él observé que el estadistico R-S(Xq, ..., X,,) converge
con la constante n®™, por lo que, de manera natural, surgié la pregunta de que si era
posible encontrar un modelo estocastico que explicara éste hecho. Como se vera a

continuacion, el movimiento Browniano fraccionario fué la respuesta.
Para probar que el movimiento Browniano fraccionario es, en efecto, el modelo
estocastico que justifica las observaciones anteriores, se consideraran las variables

aleatorias X/s definidas como:
Xi=p+o(B'-B), (2.57)

donde B es un movimiento Browniano fraccionario con el indice de autosimilaridad
H = 0,74. Obsérvese que las variables aleatorias X/s tienen media yu, varianza o? y
no son independientes. Ahora considérense los siguientes dos incisos:
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a)
Si— 8= X - -3 X,
k=1 Lt
:Z{qua(B,f B}
k=1
- =3 {u+o (B - BL)}
k=1
= o (B - BY') - 7 (B! - B)
=0 (BZH %Bf) , donde B =0cs
Por lo tanto:
S~ 1S, =0 <BZ-H - %BH> (2.58)
b)
1 k
X;—=S,=p+o (B - B - - Zxk>
k=1
1 n
=p+o (B = BL) ~ Y {uto (B - B}
k=1
= o (B' - BI') -~ (B! - BY)
=0 (BZH ~ B, — %Bf) , donde B =0 cs.
Por lo cual: |
X;— =S, =0 (B{f - B, —Bf) (2.59)
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Con las observaciones a) y b) se llega a que:

max (Si — %Sn) — min (Si — %Sn)

R 1<i<n 1<i<n

_(X17-~~7Xn) -
5 VIS, (X, - 1s,)’
miix (o (B — £BI)) — min (o (B — LBI))

1<i<n 1<i<n

VIS, (0 (B = B, - LB))’
méx (Bf — LBH) — min (B — LBH)
1<i<n 1<i<n n

\/ Zz 1 B’LI{]. %BTI;I)Q

Ahora, usando la propiedad de autosimilaridad del proceso B¥ se obtiene que:

{max ( . — —BH> — min (BZH — iBf)}
1<i<n 1<i<n n
m

4x <BH _ —BH> — min (B{-f _ 3BlH> ,
1<i<n 1<i<n n n

1S

luego, notando que:

se sigue que:

lim méx (BH — 13?) = sup (Bf — tB{{) , limite puntual,

n— 00 1< <1

y de igual manera:

lim min (B{{ — iqu> = inf (Bfl — th{), limite puntual,

n—oo 1<i<n

por lo tanto:

Z sup (B —tBI") — inf (BI' —tBl).

te[0,1] t€[0,1]
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Para terminar se calculara la convergencia de:

1 - H H 1 H ’
LS (Br-mr, - Lo 260

=1

y para lo cual se observa que:

1
—BH ZpH-1BH __, (2.61)
n

n—oo

y, ademas, se usara el siguiente teorema.

2.33 Teorema. Sea X ~ A (0,1) y sea f : R — R wuna funcién medible tal
que E[f? (X)] < oo, entonces para el movimiento Browniano fraccionario, BY, con
indice de autosimilaridad H € (0,1), se cumple que:

—Zf - B')) = Ef (X). (2.62)

La demostracién de este teorema puede consultarse en [Nourdin, 2012, pag. 17].
De aqui, por un lado, tomando f (x) = 22 en el teorema (2.33) se sigue que:

—Z ~-B") L E(XY) =1 (2.63)

n—oo

Y si ahora f (x) = x, se obtiene que:
— Z - B") LS EX) =0. (2.64)

n—oo

Por lo cual, combinando los resultados (2.61) y (2.64):

n—oo

2 nne 1 L2

=By —(B'-Bl)) ——0. 2.65

n n Zn( ) 271) ( )
De las ecuaciones (2.61) y (2.65) se estima la convergencia de (2.60):

1 & 1 2
LS (BBl - 2Bl -
n i1 n

=S R mry - 2w m) + (80
i=1

=S (BB - SBIS (BB + (%BH) (%Bf)
=1 i=1

L—2> 1
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68

Por lo tanto:

n

1 H 0o Loy C o
-> (B - Bl = —Bll) ——1.
n

=1

De esta manera finalmente se llega a que:

i (B~ B!~ min (87~ 150}

1<i<n 1<i<n

1
— = (X1, X)) = :
VA (B - BE, - 1BH)

7 H _,pHY _ ¢ H _,pH
—>n_>oo tzl[g)” (Bt tB; ) telﬁl)ﬂ} (Bt tB; ) .

Por lo que el movimiento Browniano fraccionario es un modelo estocastico que

explica el fenémeno de Hurst.



Capitulo 3

Representacion Integral del
Movimiento Browniano
fraccionario

El movimiento Browniano fraccionario ha sido ampliamente aplicado para la mo-
delacién de varios fenémenos fisicos donde la version adoptada cominmente del mBf
es la representacion integral de Mandelbrot y Van Ness. Aunque actualmente existen
otras representaciones [Coutin, 2007, pag. 12], en este capitulo se presentard la defini-
cién de la representacion integral de Mandelbrot y Van Ness ya que, aparte de sus
aplicaciones, ha sido muy estudiada dentro de la teoria del movimiento Browniano
fraccionario.

A partir de la definicién de la representacion integral de Mandelbrot y Van Ness
del mBf surgié la necesidad de analizar el movimiento Browniano fraccionario de
Riemann-Liouville debido a que tiene una representacién integral similar a la repre-
sentacion integral de Mandelbrot y Van Ness y por ello se le ha confundido como un
mBf. Sin embargo, en este capitulo se aclararé que el movimiento Browniano fraccio-
nario de Riemann-Liouville no es un mBf y a pesar de este hecho se presentara una
relacion que existe entre ambos procesos y cuya relacion se da para tiempos suficien-
temente grandes del movimiento Browniano fraccionario de Riemann-Liouville.

3.1. Representacion de Mandelbrot y Van Ness

En el articulo [Mandelbrot, Ness, 1968], Mandelbrot y Van Ness muestran que el
movimiento Browniano fraccionario se obtiene por medio de una integral con respecto
al movimiento Browniano estandar {WV,,u € R}, denominado two-sided Brownian
motion [Mishura, 2008, pag. 9].

La definicion de la representacién integral de Mandelbrot y Van Ness del mBf se
presenta a continuacion.

69
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3.1 Definicién. Parat >0 y H € (0,1), el movimiento Browniano fraccionario de
Mandelbrot y Van Ness (mBf-MV) se define como:

BMV (1) = F(HZ;) U: (t—u)i—* —(—u)H—%dWﬁ/Ot (t—u)H—%qu]. (3.1)

Notese que la definicién anterior es sélo para ¢ > 0 por lo que a continuacién se
define el mBf-MV para ¢t < 0.

3.2 Definicién. Parat <0y H € (0,1), el mBf-MV se define como:

MV oy L /t _oNH-L1 . H-1 _/0_ H-1 }
BYY (1) = = G [ - (o) aw, — [ R aw (3.2)

Las dos definiciones anteriores para el mBf-MV se sintetizan en la forma dada en
[Samorodnitsky, 1994, pag. 321] de la siguiente manera. Para t € R, el mBf-MV se
define como:

MV (4) — 1 ) VETE () V2
B 0= o / (t—uw) )" = ((cw ) Faw.,  (3.3)

donde
f st f>0,
fv = .
0 si f<0,

En esta seccion se verificard que la representacion integral del mBf dada por Man-
delbrot y Van Ness es en efecto un movimiento Browniano fraccionario. Especifica-
mente, se probard que la representacion integral de Mandelbrot y Van Ness es un
proceso gausiano, autosimilar, de indice H € (0, 1) y con incrementos estacionarios.

La demostracion de que el mBf-MV es un proceso gausiano implica definir la
integral de Wiener y dar un resultado de esta misma.

3.3 Definicién. Sea I = [0,t] cont > 0, y sea f € L*(I,%B(I),)\), entonces la
integral:

/1 f (w) dw,

se le llama la integral de Wiener de f con respecto a W, donde W es el movimiento
Browniano estandar.

La siguiente proposicién establece que la integral de Wiener es un proceso gau-
siano.
3.4 Proposicién. Sea f € L*(I,%(I),)), si I = [0,1], mientras que si [ = R
se pedird que f sea locamente cuadrado integrable en ése mismo espacio, entonces
el proceso {fot de} es un proceso con incrementos independientes, gausiano

>0
centrado y con covarianza dada por:

Cov (¢, 5) :/0 1 () du
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Esta proposicién se encuentra demostrada en [Tudor, 2002, pag.182] y se usa-
ré para probar que el mBf-MV es un proceso gausiano.

3.5 Proposicién. El proceso BNV es un proceso gausiano.

Demostracién. Se demostrara que la integral dada en la definicién (3.1):

0 1 1 t 1
/ (t—uw)""2 — (—u)" "2 dW, + / (t —u)""2 W,
0

—00
estd bien definida como integral de Wiener, y para ello se realizara por partes, es
decir se vera por un lado que la integral:

[t am,

—00

estd bien definida, y luego, por otro lado, que la integral:

t
/ (t — w2 aw,
0

esta bien definida.

Para demostrar que la primera integral esta bien definida se mostrara que la
integral es integrable cuando u — —oo y cuando u — 0. Para ver que es integrable
cuando u — —oo ndtese que para t > 0 fija:

— H—l_ o H-1 -1 o Hfé_ H-1( u H,%
T Gl Sl o) AL P :(1-9) t 2(3 i)
U——00 (H . %)t(_u)H—§ U——00 (H . %)t(—u)H_i
I [ M
= lm
e (H =g~
w\H—2 u\H—%
g L))
U——00 w\H—3%
T (H=3) ()
H l_ H-1
lim Lro) y3 - cony = —7,

CERES
1 lim <1+§> !
NG
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Por lo cual, cuando u — —o0 se tiene que:

_1 _1 1 _3

=0 ) (- g )0
y con ello:
2
H-1 H-112 -~ 1 2 2H-3
(=)' = ()" (- 5) 2
por consiguiente la funcion:
2
w [(t ) (—u)H*%}

es integrable cuando u — —oo ya que (H — %)2t2 (—u)QH*3 — 0 debido a que
U—r—00
2H —3 < —1.
Luego, para verificar que es integrable cuando u — 0, obsérvese que:

1

(¢ =)' = ()] = = =2 - ) ()

asi, la funcién resulta integrable cuando u — 0 ya que que la funcion (—u)2H_1 es
integrable, debido a que 2H — 1 > —1. De esta manera se concluye que la integral:

[ am,

—00

esta bien definida como una integral de Wiener.
Ahora se mostrara que la integral:

t 1
/ (t —u)""2 aw,
0

esta bien definida como integral de Wiener.
Sea t > 0. Por un lado se tiene que:
(t . U)ZHfl — t2H_1
u—0
por lo cual la funcién u — (t —u)*" ™" es integrable en cero.
Por otro lado, obsérvese que la funcién:

(t — u)2H71

es integrable en t ya que 2H — 1 > —1.
De esta manera se concluye que la integral:

0 1 1 t 1
/ (t— )3 —(—u)H_2qu—|—/ (t—w)F aw,
0

—00
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esta bien definida como una integral de Wiener y por lo tanto el mBf-MV es un
proceso gausiano para t > 0.
Usando los mismos argumentos anteriores se verifica que para t < 0 la integral:

/_; (t— )7 — (—w)2aw, — /to (—uw)T=7 AW,

esta bien definida como integral de Wiener y por consiguiente es un proceso gausiano.
Por lo tanto queda demostrado que el mBf-MV es un proceso gausiano. |

Ahora se probara que el mBf-MV es un proceso autosimilar.

3.6 Teorema. El proceso BMV es autosimilar de indice H € (0,1).

Demostracion. Sea t > 0.

2
Var (BYY (1)) =E(BYY (1))’ = — ' _E </O (t—u)f2 — ()2 qu>

+ ME (/Ot (t—w)2 qu>

NGrE; [ Jem e ot [ ot
2H

_ 1 0 am u\H-3 u\ 37 t
Cr(H+ ) _/oot Rl_t) (%) ] Wt om
tQH 0

w0 e e g

luego, de aqui se tiene que:

I o e U

Vi := Var (B%V(l)) = [F (H+ l)}z

por lo que:
Var (BY (t)) = *"'Vy. (3.4)

Mientras que para t < O:
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Var (B3 0) = gty [ .|
Sarren SR

0 o 2 )
:71)]2 [m [(1—3/)11 2—(—y)H 2} dx—i—QH}, tomando y = £,

Por lo tanto, Var (B" (t)) = t*Vy,Vt € R.
Con la forma obtenida de la varianza del mBf-MV es facil verificar que para toda
c > 0y para cada t € R, se cumple que:

Var (¢" BifY (1)) = Var (BYY (c""t)) ,
es decir, el proceso BMV es autosimilar de indice H € (0, 1). |

Por 1ltimo se mostrara que el mBf-MV es un proceso con incrementos estaciona-
rios.

3.7 Teorema. El proceso BMV tiene incrementos estacionarios.

Demostracion. Para toda h > 0:
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Var (BYY (s +h) — BYY (s)) =B (BMY (s +h) — BYY (s))

s+h . s . 2
Sarea (NG IEREED

2
1 s _1 1 sth _1
:E(/ (s+h—uw)""2 —(s—u)" 2qu—/ (s+h—u)" 2qu>

r@E+3)]" Ve
= [1"(]{1_4_1)]2 {/S {(S+h—u)H—% — (s—u)H—;}zdu_F/erh (S+h—u)2H_1du}
? o s
= M /_OOO [(h e (—x)Hf%rdu, tomando z = u — s,

1 sth _2H-1 gy,
wwepr .

= W2y,

Por lo tanto el proceso BMVY tiene incrementos estacionarios. |

En resumen se ha probado que el mBf-MV es un proceso gausiano, autosimilar de
indice H € (0, 1), con incrementos estacionarios y por la definicién (2.10) se concluye
que en efecto el mBf-MV es un mBf. Ademads, del corolario (2.13) resulta que la
covarianza del mBf-MV esta dada por:

Var (B%V (1))
2

Cov (L, s) = <|t|2H s — s|2H) . VtseT.  (3.5)

3.2. Movimiento Browniano fraccionario de
Riemann-Liouville

El objetivo de esta secciéon es resaltar que el movimiento Browniano fraccionario
de Riemann-Liouville no es un movimiento Browniano fraccionario, y para ello se
examinaran algunas propiedades del moviento Browniano fraccionario de Riemann-
Liouville con las cuales se probard que en efecto no es un movimiento Browniano
fraccionario. Por otro lado, a pesar de la gran diferencia que tienen estos procesos,
se verd una relacion entre ambos, la cual se da para tiempos suficientemente grandes
del movimiento Browniano fraccionario de Riemann-Liouville.

3.2.1. Integral fraccionaria de Riemann-Liouville

Antes de presentar la definicién de la integral fraccionaria de Riemann-Liouville,
se recordaran algunos resultados y notaciones del calculo elemental que serviran como
punto de partida para construir la definicion.
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La n-ésima derivada de una funcién f estd definida recursivamente por:
D'f(t)y=D[D"'f(t)], neR. (3.6)

Obsérvese que para el caso de n = 0, se obtiene f (t), lo cual significa que la funcién
no se altero.
En el mismo sentido, la n-ésima integral de f se define a través de

"F () = /0 £ (u) du. (3.7)

De igual manera, se tiene la propiedad de que I°f (t) = f(t), y por consiguiente
I°f (t) = D°f (b).

Luego, la férmula de Cauchy (para la n-ésima integracién de f, ver [Oldham,
2006, pag. 38]), nos proporciona otra manera de escribir la n-ésima integral de f en
la ecuacién (3.7) como sigue:

t
If(t) = ;/ (t—uw)""" f(u)du, VneN. (3.8)
(n—1!Jo
Este ultimo resultado marco la base de la integral fraccionaria ya que ahora tiene
sentido el reemplazar a n € N por un nimero « > 0, y, asi también, el factorial por
la funcién gamma I'.
Haciendo los cambios mencionados se procede a la definicion de la integral frac-
cionaria de Riemann-Liouville [Oldham, 2006, pag. 49].

3.8 Definicién. Sean o > 0 y f € L'((a,b),du). La integral fraccionaria de
Riemann-Liouwville de orden « se define como:

1°f (1) = ﬁ / (t— )™ £ (u) du, (3.9)

donde t € (a,b).

De ahora en adelante se usard el movimiento Browniano estandar clasico, el cual
se denota por {W,,u > 0}.

3.2.2. Definicién del movimiento Browniano fraccionario de
Riemann-Liouville

3.9 Definicién. Sean t > 0,H > 0 y W el movimiento Browniano estindar. Fl
movimiento Browniano fraccionario de Riemann-Liouville (mBf-RL) esta definido
como:

BEE() e — )/Ot(t—u)Héqu. (3.10)

I'(H+1
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Se puede llegar a pensar que el mBf-RL es un movimiento Browniano fracciona-
rio, debido a su nombre y a que es una de las integrales presentes en la definicion
del mBf-MV (3.1). De hecho se ha llegado a considerar el mBf-RL como una ver-
sién simplificada del mBf-MV en [Rambaldi, 1994, pag. 22] y en [LLosa, 1990, pag.
5013-5014]. Sin embargo, es necesario aclarar de que no se trata realmente de un
movimiento Browniano fraccionario (ya que por ejemplo no tiene incrementos esta-
cionarios, lo cual se vera en la proposicién (3.11)), si no que su nombre est4 justificado
por el calculo fraccionario, debido a que este proceso es la integral fraccionaria del
Riemann-Liouville (3.8) con respecto al movimiento Browniano estandar.

En el articulo [Mandelbrot, 1982, pag. 550] se hace mencién de que el mBf-RL
se aproxima al mBf-MV sin hacer una demostracion, por lo cual aqui se desarrolla-
rd una parte del articulo de S.C. Lim ([Lim, 1995]) donde se aclara que el mBf-RL
no se aproxima en si al mBf-MV sino, més bien, la relacién que se encuentra es que
el proceso de incrementos del mBf-RL, para tiempos suficientementes grandes, se
aproxima al proceso de incrementos del mBf-MV. El mBf-RL para tiempos suficien-
temente grandes se considerara como una aproximacion al mBf-RL asintético.

3.2.3. Propiedades del mBf-RL

En esta parte se analizaran dos propiedades esenciales del mBf-RL, las cuales son
que el proceso es autosimilar y que no tiene incrementos estacionarios. Y ademas se
presentara una forma mas explicita de la covarianza del mBf-RL.

A continuacién se comenzara por mostrar que el mBf-RL es un proceso autosi-
milar.

3.10 Proposicion. El mBf-RL es autosimilar de indice H > 0.

Demostracion. Para ver esta propiedad es necesario considerar el hecho de que
el proceso es centrado, ya que con ello sélo hace falta verificar que las varianzas
coinciden.

Var (B (ct)) = E (Bp* (ct))2 = m]@ </OC (ct — u)H*% qu)

2

_; ct I e _ (Ct)2H
_[r(H+l)}2/o e e (A )

2

Por otro lado,

t2H

Var (" Bii* (t)) = "E (Bj* (t))2 = 2 [T (I + l)]z'

Asi, se concluye que el proceso {B[’}L (ct)} >0 tiene la misma distribucion que el pro-
ceso {c? BRE (t)}t>0, para cada ¢ > 0. |
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A pesar de la aparente simplicidad del mBf-RL, éste proceso tiene un gran in-
conveniente, el cual es que sus incrementos no son estacionarios, y por el corolario
(2.13) se concluye que el mBf-RL no es un movimiento Browniano fraccionario. Por
lo tanto la siguiente proposicion es crucial para demostrar que el mBf-RL no es un
mBHf.

3.11 Proposicién. BEL no tiene incrementos estacionarios a menos que H = %
Demostracion. Se demostrara que la distribucion de la variable aleatoria
Bgi" (t+h) — By" (h)

depende de h > 0, para cada t > 0, a menos que H = %

Seaa:H—%. Parael casode 0 < h < t:
E|BE" (t + ) — BEF (b)|°

2

1 t+h X h )
:ME/O (t+h—u) qu—/O (h —w)® dW,,

1 h N . t+h ) 2
:[F(HJré)]QE/O (t+h—u)*—(h—u) qu+/h (t+h—u)*dW,

1 h N N 2 t+h . 2
:m E/O (t+h—u)® = (h—u)"dW, +E/h (t+h—u)*dW, ]

h t+h
+ME/{] (t—l—h_u)a_(h_u)adwu/h (t+h—u)aqu
2

1 t+h

= T Voh[(t+hu)a(hu)a]2du+/h
:1)]2 [/OH}L(t+h—u)2adu+/0h(h—u)2adu}

(t+h—u)* du]

[T (H+ 3
2 h . X
_w/o (t+h—u)"(h—u)"du
_ 1 (t+h)*ert  pet n § X
@+’ 20+1 2a+1_2/0 (t+h—uw)(h—u) du]- (3.11)

Por ultimo, nétese que cuando H = % la ecuacién (3.11) no depende de h, y sélo
cuando H = 1 se tiene que a =0y 2w+ 1 = 1. Por lo tanto Bf* tiene incrementos
estacionarios si y solo st H = %

Para el caso 0 <t < h se realiza el mismo procedimiento.
|
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Otro inconveniente del mBf-RL es que su operador de covarianza tiene una forma
mas complicada comparada con la covarianza del mBf-MV, debido a que la covarianza
del mBf-RL esta en términos de la funciéon Hipergeométrica, la cual se define a con-
tinuacion.

3.12 Definicién. Sean a,b € R, ¢ € R\{0,-1—-2,...}, y 2 € C, con |z| < 1. La
funcién Hipergeométrica o F (a,b, ¢, z) se define por medio de la serie de potencias:

oF (a,b,c,z) = ; %zk, (3.12)

donde (a), = F(chf)

Sin embargo, existe una representacion integral de la funciéon hipergeométrica
[Nikiforov, 1988, pag. 259] la cual también se usard, y por ello se presenta en el
siguiente teorema.

3.13 Teorema. Paraa € R, ¢ >b> 0y z € C, con |z| <1, la funcién hipergeomé-
trica o F (a,b, ¢, z) tiene la siguiente representacion integral:
I'(c) ' —b—1 -
Fi(a,bc,z) = ——"—— [ «*7F(1—u) 1 —zu) “du. 3.13

Ahora se pasara a demostrar la forma de la covarianza del mBf-RL.

3.14 Teorema. Parat > s > 0, la covarianza del mBf-RL estd dada por:
Covil (t,s) = 35772 oF (_ _H1,H+° f) : (3.14)
UERIGUETRE 2

donde o F es la funcion hipergeométrica.

Demostracién. Se usard que el proceso B es centrado ya que asi se tiene que:
E (BE" (t) — BE* (s))” = Var (BE (1)) + Var (BEF (1)) — 2E (BE" (1) BE (s)) .
Notese que, para t > 0:

Var (Bg" (1)) = mlﬂ (/Ot (t—u)"2 qu)2

]- ! 2H—1
T

2H-1 ¢ U 2H-1
“egrh 0

tQH 1
= m/ (1 - $)2H71 d.%', tomando x = %
+ 35 0
)

1 3
Fil=—-H1,H+=>1)].
(H+1) [0 (H+1H)] 1<2 2 )
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Ahora, suponiendo que 0 < s < t:
E(BRL — B (5))°

¢ 2
= E( (t—u) H-3 —(s—u)H_% qu—i-/ (t—u)H_% qu>
0 s

= 2(/0 t—u 3 (s—u)H—%rdqu/:(t—u)QH—ldu>

:M(/O (t —u)?~ 1du—|—/os(s—u)2H1du>

2 ) Hﬁ%s—qu%u
ek e

— Var (BEIL (t)) + Var (BIIEIL (t)) -

Por lo tal se tiene que:

Covih (t,s) = E (BR" (t) BR* (s))

1 ® H-1 H-}

R (t—U) 3 (S—U) 2 du (315)

I'(H+1 2/o

[tlg—és;—); s u\H-3 u\H=3
)

[T (H+D]*Jo s

H-1 H+1 1 -3 1
I / (1_ﬁ)H (1 —v)"2dv, tomando v = ¢,

NUEDH A 5

Los siguientes resultados se prueban usando la isometria de It6 y la propiedad de
que el proceso BEE es gausiano centrado.

3.15 Proposicién. Para 0 <a <t y H € (0,1), se define el proceso:

1 ¢ -1
RH (a,t) = w/a (t — U) qu,

entonces

{Ry (a,a+1t) }t>0 {B }tZO'
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Demostracién. Se probard que la covarianza de la variable aleatoria Ry (a,a + t)
es igual a la covarianza de BE* (t), para cada t > 0 y a < t. Primero, obsérvese que
la varianza de Ry (a,a +t) estd dada por:

Var (Ry (a,a+t)) = E(Ry (a,a +1))°

- m*ﬁ (/:H (a+t—u)2 qu)

_ ;/M (a+t—u)" " du
T (H+3)) e
t2]§

e[ (H+ )

2

Ahora, supongase sin pérdida de generalidad que a < s < t:

E(Ry (a,a+1t) — Ry (a,a+5))°

1 att L 1 a+t 1
=2E</ (t+&—U)H 2—(S—|—CL—U)H deu"’/ (t+a—u)H 2qu)
1
[F(H+§)] a a-+s

2

1 2

= WE (/HS (a+t—u)2— (a+s—u)H_équ)
! a

a-+t .
+ %E (/ (a+t—u)2 qu)
[T (H + 3)] ats
+#E </a+s(a+t_u)H —(CL‘FS—U)H*%dW /a+t(a+t—u)HédW)
[+ 5]* \Va “ s u

:1)]2/aa+t {(a—&-t—u)H_% —(a—|—s—u)H_%rdu

2

[NIE

INGES
+M/ar(a+t—u)mldu

- M {/aaﬂ (a+t—u)2H_1du+/aa+s (a+s—u)2H_1du}
“TETIT [Tari-a a0

— Var (Ry (a,a+t)) + Var (R (a,a + 5))
—F(;Jré)]Q/anrs(a—kt—u)Hé(a—i-s—u)Hédu

y de aqui se obtiene el valor de la covarianza del proceso Ry (a,a + t):
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E(Ry (a,a+1t) Ry (a,a+ s))

1 a+s g1 L
:m/ (a+t-w)" (ats— w2 du
2 a
= m/ (t— x)H—% (s — x)H—% dr, tomando z =u — a,
+ =

= Covil (t,s), ver ecuacién (3.15).

Por lo tanto, las covarianzas de los procesos coinciden. |

3.16 Proposicién. Para 0 < a < t, sea Ry (a,t) = BEY(t) — Ry (a,t), entonces
los procesos:

{Ry (a,a+t)}t20 y {RH (a,a—i—t)} ,

t>0

son independientes.

Demostracion. Nétese que:

Ry (a,a+1t) = 2</ +t—u)¥ 2dW / a+t—u)H_2dW>
0
= 2/ (a+t—mu) _%qu,
0

y ademas:

1 art 1
RH(CL,CL"‘t):m/a ((l+t—u)H %qu,
2

es decir, se puede observar que la variable aleatoria Ry (a,a + t) esta definida sobre
un intervalo de integracién ajeno al intervalo de integracién en donde esta definida la
variable aleatoria Ry (a,a + t), por lo cual la demostracién se concluye por el hecho
de que el movimiento Browniano estandar W tiene incrementos independientes ((iv)
de la proposicién (1.34)). [

3.2.4. Propiedades asintéticas del mBf-RL

La principal propiedad asintética del mBf-RL que se establece es una relacién
entre el mBf-RL y el mBf-MV, la cual se realiza mediante una prueba heuristica.
Esta relacion es que el comportamiento asintético del proceso de incrementos del
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mBf-RL coincide con el proceso de incrementos del mBf-MV y la prueba de ello re-
sulta del analisis de la covarianza del mBf-RL para tiempos suficientemente grandes.
Otra propiedad asintética que se presenta del mBf-RL es que un movimiento Brow-
niano fraccionario aproxima el comportamiento asintotico que tiene el mBf-RL, es
decir para tiempos suficientemente grandes del mBf-RL, éste se comporta similar a
un movimiento Browniano fraccionario.

Para comenzar con el anélisis del comportamiento asintotico del mBf-RL seré con-
veniente reescribir la covarianza del mBf-RL de tal manera que quede separada en dos
términos, y para ello se usara la siguiente propiedad de la funcién hipergeométrica,
la cual puede ser encontrada en [Prudnikov, 2003, pag. 383] (igualdad 5):
L)' (c—a—1b)

F b = F; b b— 1,1 —
2 1(@, ,C,Z) (F(C—G)F(C—b) 2 1(@, ,a + c+ 1, Z)
L (Tl (atb=c)
I'(a)T (b)
Aplicando esta propiedad a la funcién hipergeométrica de la covarianza del mBf-RL
(3.14) resulta que:

1 3 s
F; —H,1,H
21( y Ly +2t>

T 3
(H+2)F(2H)1 oF) <1—H,1,1—2H,1—8>
T'(2H +1)T (H + 1) 2 t

I'(H+3)T(—2H oH 1
(H +5) I )(1—‘;> 2F1<2H+1,H+,2H+1,1—i)

" I'(3—H)I(1) 2
_l’_

)(1—z)c_“_bgFl(c—a,c—b,c—a—b—l—l,l—z).

H+1 1
2>2F1 (2—H,1,1—2H,1—';>

I'(H+3)T(—2H)

r(-H)

2H
(1—2) 2F1<2H+1H+ 2H +1,1 — t), (3.16)

La propiedad de simetria de los dos primero parametros de la funcién hipergeomé-
trica ( la cual se sigue inmediatamente de la definicién (3.12)) implica que:

1
2F1<2H+1H+ 2H +1,1— >:2F1<H+2,2H+1,2H+1,1—j). (3.17)

Por otro lado, de la definicién (3.12) se obtiene que:

1 s\ = (1) T (H+1+k)
QFl(H+§,2H+1,2H+1,1—;)_Z ARCEY
%

(=05

_ G)_(}”é) , (3.18)
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por lo que aplicando las propiedades dadas en las ecuaciones (3.17) y (3.18), la
funcién hipergeométrica inicial (3.16) queda:

1 H+1 1
o F <——H,1,H+§,§> :( 2>2F1 (——H,1,1—2H,1—§>

2 2 2H 2
(t— )2 =)D (H + 3) T (—2H)
t12 (3 - H)

(3.19)

De esta manera, sustituyendo la forma anterior de la funcién hipergeométrica (3.19)
en la covarianza del mBf-RL (3.14), la covarianza del mBf-RL queda separada en dos
términos como sigue:

tH—f—%SH—%
2H (T (H +1))*
(t —s)*"' T (—2H)

CoviF (t,s) =

1 s
Fil{-—H11—-2H,1— -
21(2 ) ) t)

ara t > s. 3.20
NCER IR o2
Otra propiedad de la funcién hipergeométrica es:
o a a 1 22
Fi(a,b,2b,2)=(1—2) 2F (=, b— =, b+ =, ——— 21
2 l(a’ ) ,Z) ( Z) 2 1<27 9’ +274Z—4>7 (3 )

la cual puede consultarse en [Prudnikov, 2003, pag. 386] (igualdad 64).
Aplicando esta ultima propiedad a o F} (1, % —H,1-2H,1— f) se obtiene que:

1 s s\ ~1/2 1 (t—s)°
Al1-=-H1-21-2 :(-) A= -H1-H - . (3.22
2 1( 2 t) t ? 1(2 Ats (3:22)

Por lo que ahora la covarianza dada en la ecuacién (3.20) queda:

1 (t—s)°
Sl oF |5, -H1—H —~———"L
20 (T (H + 1)) 2 4ts

(t—s)*" T (-2H)
CH+ TG H)

tH gt

Covik (t,s) = [

(3.23)

Finalmente, usando la identidad algebraica: 2ab = a* + b* — (a — b)2, la covarianza
de la ecuacién (3.23) se puede expresar como:

(2H | G2H _ (SH _ tH)Q
2H (T (H +1))*
AT (—2H)

TrH+HT (3 -H)

2

1
Covil (t,s) =

1 2
_5 2F1(_7_H71_H7_T_>

2 4ts

(3.24)
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dondet —s=7>0.
Hasta aqui se puede observar que la covarianza se separ6 en dos partes en la que
una es no estacionaria y otra sf lo es, donde el término con 72 es la parte estacionaria.

Para hacer el andlisis del comportamiento al largo plazo del proceso mBf-RL se
considerard que t > s >> 1 tal que 7 << s, donde los simbolos >> y << denotan
mucho mayor que y mucho menor que, respectivamente. Bajo estas condiciones se
cumplen los siguientes dos incisos:

a)
1 72 L(-H+1) (' 4, 20\ 2
Pz -H1-H -1 )=2"2"T2 [ it T ) g
2 1(2’ ’ ’ 4753) r(—H)r(1)/0 " as )

por lo que

F —1 -H1—-H ——7—2 1,cuando 7~0
~ ~ U.
2 2’ ’ " Ats ) CHando

b)
(s™ - tH)2 = [SH — (s —I—T)H]2 ~ 0,cuando 7 ~ 0.

Con los incisos a) y b), la covarianza del mBf-RL a largo plazo, dicho de otra manera,
la covarianza asintdtica del mBf-RL, denotada por CovY;, se puede aproximar con la

funcién:
1 f2H 4 2H I (—2H) o
2<2H[F<H+%>}2)+F<H+%>r<l—ﬂ>“ |

2
la cual se puede simplificar tomando

CH = Var (B[]}L (1)) =

de la siguiente manera:
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1 £ + 52 . I'(—2H) (t — 5)2H
2\2H [P (H+4)]*) T(H+3)T(;-H)
_Cu (t —s)*' T'(—2H)

— [tgH—I—SQH} +

r(H+Hr (- H)

2
_ H [tzH—l—SQH} —I—%(t—s)

oy 4HT (H + 3) T (—2H)
2 I'(i-H)

2

H 2H
= [t2H + 82— (t —s) DH} :
asi, se tiene que:
Ch
2
Para abreviar, se denotara por Cov{{* a la funcién que se aproxima a Covy;, es decir:

[tQH + 2 (1 — )" DH} ~ Covy,.

C
Coviy (t,s) = TH [tzH e (s DH} , Vt,scT,cont>s.

Ahora, examinando la funciéon gamma en los coeficientes Cy v Dy, se observa que:
i) Para H > 0 se tiene que Cyg >0 .
ii) 0 < H < 1 es el menor intervalo en el que Dy > 1.
iii) Para H = 1, Dy no esta definida.
Considerando esta informacién, se tomarda H € (0,1), con H # %, para probar
que la funciéon Covy; es una covarianza, es decir si, en efecto, es positiva definida.
Obsérvese que parat > s >> 1, t—s<<ty H € (0,1):

Covas (t,s) = 27 + #1 — (t — 5)*" Dy,

donde = simboliza que tienen la misma forma salvo constantes positivas.
Por otro lado, para t > s > 0, la covarianza del mBf-MV tiene la forma:

CovMV (t,8) = [t + |s)* — |t — s/*", con0 < H < 1,
por lo cual:
Covi® (t,t) = CoviV (t,t), Vt>>1, con0< H < 1. (3.25)

Ademas, nétese que para cada € > 0 suficientemente pequeno, existen ¢t > s >> 1
tales que t — s < € << s, con lo cual se sigue:

2 P (t— ) Dy oAt 4 P (- )P
parat >s>>1yt—s<<s. Asi, se concluye que:

Covif (t,s) = CovifV (t,s), Vt>s>>1,cont—s<<tyHe(0,1). (3.26)
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Por las ecuaciones (3.25) y (3.26), se llega a que la funcién Covy (¢,s) tiene la
misma forma que la covarianza COVAH/IV (t,s), salvo constantes positivas para ¢t >
s>>1,t—s<<sy H € (0,1), con lo cual se concluye que la funcién Covy} (¢, s)
es positiva definida. Luego, debido a que el mBf-RL es un proceso gausiano con
funcion de covarianza asintotica igual a Covyy, implica que se esta aproximando
al comportamiento asintético del mBf-RL por medio de un proceso gausiano con
covarianza dada por Covy/, el cual se denotara por Bf. Ahora se vera que el proceso
B es un proceso autosimilar con incrementos estacionarios.

Primero se verificard que el proceso BY es autosimilar. Sea b > 0y t,s € T, ast:

Covi® (bt, bs) = % [(bt)”f +(bs)2H — (bt — bs)* DH]

b2H
_ CHT (#7421 — (1 = 5 Dy

= Covi? (, 5),

por lo cual el proceso Bff* es autosimilar.
Ahora se mostrara que el proceso Bf tiene incrementos estacionarios. Sea t € T'
y h > 0, de aqui:

Var (B (t + h) — By (h)) = Var (B (t + h)) + Var (B (h)) — 2Cov% (¢ + h, h)
= Cy (t+ 1) + Cyh?
— Oy |(t+h)* + p¥ — 21Dy

por lo cual la variable aleatoria BY* (t + h) — B%* (h) no depende de h, lo que prueba
que el proceso By tiene incrementos estacionarios.

De esta manera se tiene que el proceso B es un proceso gausiano, autosimilar y
con incrementos estacionarios, es decir el proceso Bf es un movimiento Browniano
fraccionario, por lo tanto hasta el momento se puede decir que el comportamiento
asintotico del mBf-RL se puede aproximar por un movimiento Browniano fracciona-
rio, dicho de otra manera, el mBf-RL tiene la propiedad asintética de que es muy
parecido a un movimiento Browniano fraccionario, recalcando asi que no son el mismo
proceso.

Sin embargo, lo que concierne a continuacion es probar que el proceso Bff tiene
el mismo proceso de incrementos que el mBf-MV. Para verificarlo primeramente se
calculard la covarianza del proceso de incrementos del Bf'. Sean t > s >> h > 0:
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CovX' (t,s,h) = E[(By (t + h) — B () (By' (s + h) — By (s))]
=E (B (t+h)By (s+h)) + E (B () B (s)
—E(By (t+h) By (s)) — E(By (s + h) By (1))
= Covyy (t + h,s + h) + Covif (t,s)
— Covif (t+ h,s) — Coviyf (t,s + h)

_ % (t+ P 4 (s + b — Dy (1 — )"

+ % :t2H + s — Dy (t — s)QH]

- % :(t+h)2H+52H ~ Dy (t—s—h)2H]

— % :t2H+ (s +h)*" — Dy (t—s+h)2H]
:CH2DH (0= s W (s = b 20— 9],

luego, de igual manera se calculard la covarianza del proceso de incrementos del
mBf-MV. Para t > s >> h > 0:

CoviV (t,5,h) = E [(BYY (t+h) —ByY (t) (BYY (s+h) — By (s))]
= CovifV (t + h,s +h) + Covyy ¥ (t,s)
— CoviV (t + h, s) — CoviV (t,5 + h)
Vi
= 7H [(t—s+h)2H+(t—s—h)2H—2(t—s)2H] ,
ya que se puede probar que Vi = Cy Dy [Lim, 1995, pag.316], entonces Covy* (¢, s, h)
coincide exactamente con Cov%v (s,t,h), para t > s >> h > 0. Es decir el proceso
de incrementos del proceso B coincide con el proceso de incrementos del mBf-MV.

En resumen se obtuvo que el proceso Bf es la aproximacion que se tiene al com-
portamiento asintético del mBf-RL, por lo cual se puede concluir que:
1) El mBf-RL asint6tico tiene un comportamiento muy parecido al mBf. Es decir
para valores suficientemente grandes del mBf-RL, éste se parece al mBf, mas no son
el mismo proceso.
2) El proceso de incrementos del mBf-RL asintético coincide con el proceso de incre-
mentos del mBf.
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3.2.5. Aproximacion del mBf-RL mediante Semimartingalas

Para empezar, cabe destacar que el mBf-RL no es una semimartingala, esto se
puede ver a partir de la representacion:

0 1 _1 ¢ _1
BYY (1) ::r(;m[/_oo(t‘“)H_z_(_“)H taws [ aw.

donde se sabe que el proceso BM¥Y no es una semimartingala, por lo tal se concluye

que el proceso:
t 1
/ (t —w)" "2 dw,
0

tampoco lo es.

Hasta el momento se ha visto que a pesar de que el mBf-RL tiene una repre-
sentacion mas simple que el mBf, es menos rico en propiedades que el mBf. Sin
embargo, una ventaja que tiene el mBf-L es que aunque no es una semimartingala
se le puede aproximar de manera natural mediante semimartingalas, por lo cual se
ha decidido desarrollar la prueba de esta aproximacion.

El siguiente lema presenta la familia de semimartingalas con las cuales se apro-
ximara al mBf-RL.

3.17 Lema. Para cada € > 0, sea
¢ 1
B = / (t —u+e)"2aw,,
0

donde 0 < H < 1, con H # %, y donde el proceso {Wy},~, es el movimiento
Browniano estindar, entonces el proceso { B}, es una semimartingala.

Demostracién. Para cada € > 0, considérese el proceso {x;},s, definido como:

t
X; = / (t—u-+ s)aflqu,
0

donde o = H — %, es decir o € (—%, %) ya que H € (0,1).
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(s —u+ &) dW,ds
(s —u+e)* 'dsdW,, por el teorema de Fubini estocastico,

s t
(s —u+e)* "dsdW, + / / (s —u+ &) "dsdW,
0 u

t o
(s —u+¢e)* 'dsdW, — / / (s —u+¢e)* 'dsdW,

(s —u+¢e)* 'dsdW,,ya que u < s,

(t —u+e)*dW, — 5aWt]

I
/1
I
:/Os/ut (s —u+ ) dsdW,, ya que u <s,
Iy
Iy
ay

T [Bf — W],
por lo cual se tiene que: .
B; = a/ X3ds + Wy,
0
de esta manera se obtiene que el proceso { Bf }tZO es una semimartingala. |

A continuacion se presenta la aproximacién del mBf-RL mediante semimartin-
galas.

3.18 Teorema. El proceso {Bf},., converge al proceso { Bi* (t)},., en L* (Q,.7, P)
cuando € — 0 1y, ademds, esta convergencia es uniforme con respecto a t € [0,T).

Demostracién. Considérese la siguiente desigualdad:
(a+0)* <a®+0b%,

la cual se cumple para toda a,b > 0y toda « € [0, 1].
Ahora, aplicando la desigualdad anterior al calculo de la convergencia se obtiene:
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E Bf—Bf}L(t)‘QzE(/Ot(t—u—l—a)aqu—/Ot(t—u)aqu)z
= ( t(t—u—i—s)a—(t—u)aqu)Q

B
t
= / E[(t —u+e)* — (t —u)®]’du, por la isometria de Ito,

t
< / [(t —u)* + &% — (t — u)*]’du, usando la desigualdad,

por lo tanto
E|B; — BEF ()" < &*T, vtelo,T). (3.27)



Capitulo 4

Integracion estocastica con
respecto al mBf

En el capitulo 2 se ha visto que el movimiento Browniano fraccionario no es
una semimartigala excepto cuando H = %, es decir cuando se trata del movimiento
Browniano estdndar. Como consecuencia de ello el calculo de 1t6 no puede aplicarse
a este proceso y por lo cual se empezaron a desarrollar otros métodos alternativos
para definir la integral estocastica con respecto al mBf y asi resolver las ecuaciones
diferenciales estocasticas del tipo:

t t
X :X0+/ o (Xs) dBer/ b(Xs)ds, te]|0,T]. (4.1)
0 0

En el articulo de Lin ([Lin, 1995]) y en el articulo de Dai y Heyde ([Dai, Heyde,
1996]) se ha definido la integral estocdstica: fg o,dBH como un limite de sumas de
Riemann en L2, pero sélo para el caso H > % Sin embargo con este enfoque no

se cumple que E ( fot o dBH ) = 0. Para atender a este defecto, un nuevo tipo de

integral (con media cero) fué definida para H > % por Duncan, Hu y Pasik-Duncan
en el articulo [Duncan, Hu, Pasik-Duncan, 2000] usando los productos de Wick (ver
[Mishura, 2008, pag. 141]).

Luego, Carmona, Coutin y Montseny en el articulo [Coutin, 2002] desarrollaron
una construccién de la integral estocdstica con respecto al mBf, con H € (0,1), por
medio de un limite de integrales las cuales se aproximan mediante semimartingalas.
En este enfoque las técnicas del calculo de Malliavin son esenciales para establecer
la existencia de las integrales.

Este capitulo tiene como objetivo presentar la integral estocastica con respecto al
movimiento Browniano fraccionario sin llegar a usar el célculo de Malliavin [Nualart,
2000]. La intencién de este capitulo es dar un enfoque informativo sobre el tema.

Para definir la integral con respecto al mBf se tendran dos casos: cuando H > %
y cuando H < % En el caso H > % se aprovecha el hecho de que las trayectorias del
movimiento Browniano fraccionario son suficientemente regulares y con ello se puede

92
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aplicar la integral de Young [Nourdin, 2012, pag. 23|. Para el caso H < % se usa la
teoria de los procesos con trayectorias rugosas, denominada en inglés como rough
paths (ver [Coutin, 2002]), con la cual sélo se alcanza a definir la integral estocastica
con respecto al mBf para H > é.

4.1. Integracion con respecto al mBf cuando H > %

En esta seccion se usara la integral de Young para definir la integral con respecto
al mBf cuando H > % con ayuda de las ideas presentadas en el libro [Nourdin, 2012,
pag. 23]. Para ello se hard una introduccién de los conceptos necesarios.

Sea T > 0 fija. Luego, para cada [ € N se denotara por ¢ al conjunto de funciones
g:[0,T] — R que son [ veces diferenciables y cuya [-ésima derivada es continua. ¢°
denotara el conjunto de funciones continuas.

Por otro lado, para cada « € [0, 1] se denotard por C* al conjunto de funciones
a-Holderianas, el cual es el conjunto de funciones f : [0,7] — R que satisfacen:

- @) =16
’f’a T 0§§1<1£)§T (t . S)(l < Q. (42)
Recuérdese que:
|floo = sup |f (D)l (4.3)
te[0,7

asi, ahora se puede presentar la norma definida en el conjunto C'*:

1o = [flo+ [flw - (4.4)
Sea f € C* fija, luego se define el operador T} : €' — € como:

/f ) dg (u /f tel0,7], (4.5)

donde g € €.
Asi, para s,t € [0,T], con s < t, se tiene que:

Ty (9) () — Ty (9) (s) = / f (w) g (u) du. (4.6)

Con los conceptos anteriores se define la siguiente funciéon para cada n € N:
w(frg,8,t) = Zf(er—t—s))

><{g(s%—%(t—s))—g(s+<k2_nl)(t—s))}, (4.7)
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donde f € C*y g € €'. Obsérvese que cada J, representa una suma de Riemann-
Stieltjes, por lo cual la sucesién de funciones {J, (f,g,s,t)},cy tiene el siguiente
limite:

tiw g, (fg5.0) = [ )9 (u)du (4.8)

Por otro lado se puede hacer un reordenamiento con los términos de J, en la
ecuacion (4.7) para separar los términos que ya estaban en J,,_; con los términos que
se agregaron para formar J,, quedando como sigue:

W (frg,8,t) = Zf(s—i— t—s))

e oo (252

2n—1

B (55)e)

e () oo (252) 0-0))

con lo cual se llega a que:

Jn(f>g>s t)_Jn—l (fagasvt)

on— 1

(e Bm) o (s B

e ) )]

Por lo tanto para cualquier § € [0, 1] se obtiene lo siguiente:

|J (f 9,3, t)_ n— 1(faga8at)|

(o4 2a) g (o )
g(s+%(t—s>)—g(s+%(t—s))‘

on— 1 B 1
(t—s)*(t— ) 2m N
711915 = sy (¢ = 9" 1£1, lol

X

M

k=1
2 n(a+f—1)

(=" Ifl, ol
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es decir,
—n(a+p-1)

|Jn(f7975’t)—Jn—l(f,g,s,t)|S 9

(t=9)"flalgly. (49

Ahora, tomando la sumatoria sobre n > 1 en la diferencia de las J/ s se sigue que:

o0

Zjn(fagasat)_Jn—l (f79757t) = lim Jn<f,g,5,t) —J(](f,g,S,t)
n=1

n—oo

:/f w)du— () [g () — g (5)].

luego, usando la desigualdad (4.9) obtiene que:

/f w)du— f (1) g (t) -

S] < Z‘Jn(fagasﬁt)_‘]n*1 (f,g,S,t)‘
n=1

< T 9 AL gl
B n=1 2 “ g

de aqui se denotard por S, a la expresion %Zf;l 2-at+8-1) " de esta manera se
tiene que:

u)du— f(t)[g(t) —g(s)]

< Sy (t = 5) 7| £1, 19l - (4.10)

Es necesario observar que S, 3 < 0o cuando 8 > 1 — a, por lo cual se fijard un 3 tal
que g >1—a.

A continuacién usando la desigualdad (4.10) se obtendra una desigualdad para
la integral | "f (u) ¢’ (u) du por medio del siguiente analisis por casos.

Caso 1: De la desigualdad (4.10), si

/ F () g (w)du—F(£)[g(t) = g(5)] < Sup (t— )P £], lgl,

entonces:

/ f(w) g () du < £ (£)[g(5) = g (5)] + Sup (£ — )P |1, lal,

<[l lgls (t = )"+ Sap (=) | £, gl -
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Caso 2: De la desigualdad (4.10), si

Ft)l / F(u)gf () du < Sup (2 — )P |1, lgl,
entonces:

/ £ () g () du < S (t— )P |F], gl, — £ (8)[g (£) — g (5)]

< S (= ) | f1. 19l + 1 Flo gl (£ — 5)°

Y asi, por el caso 1 y 2 se llega a que:

w)du| < S (t = 5)7 [ fl lgls + | Floo lgls (£ = 5)°

y por lo cual:

uw)du| < SagT* (t = 5)" [lall lglg + 1/ ]lo 9l (t = 5)°

= (14 SarsT) 1f 1o 19l (t = 5)°

Como consecuencia inmediata de la desigualdad anterior se siguen las siguientes dos
desigualdades:

u

< (L4 SarsT) 1 £1a 1915 (4.11)

U

< (L4 SarsT) T |1 f1l, l9ls - (4.12)

Por lo tanto:

< (14 SarsT) 1] 191,
(L4 SargT) TP £ lgly por (4.11) y (4.12).

= (14 SassT*) (L+T7) I£llo glls,  va que |gls < llglls.

Es decir, se ha llegado a que el operador Ty (g fo u) du es acotado con
respecto a la norma ||-||; y por lo tanto es Contlnuo

El siguiente teorema es la tltima herramienta necesaria para definir la integral
de Young.
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4.1 Teorema. Sea f € C*, con a € (0,1), y sea 5 € (0,1) tal que f+ a > 1,
entonces el operador lineal Ty : € C C¥ — CP definido por Ty (g) = [, f (u) ¢’ (v) du
es continuo con respecto a la norma ||-|| 5. Ademds, por densidad, el operador Ty se
extiende de manera unica a un operador T : CP — CP.

4.2 Definicién. Sea f € C* y g € C? tal que B+ a > 1. La Integral de Young
Jo f(u)dg (u) esta bien definida como el valor del operador Ty (g).

Recordando la proposicién (2.14), ésta afirma que las trayectorias del mBf son
B-holderianas para toda 5 € (0, 1), por lo cual se puede definir la integral estocastica
con respecto al movimiento Browniano fraccionario con la integral de Young para
toda 6 >1—q.

Sin embargo, la desventaja de la integral de Young para definir la integral es-
tocdastica con respecto al movimiento Browniano fraccionario se presenta en el si-
guiente teorema, donde se afirma que se pueden resolver ecuaciones diferenciales del
tipo:

t t
X :X0+/ J(Xs)dBf+/ b(Xs)ds, tel0,T],
0 0
solo para H € (%, 1).

4.3 Teorema. Sea ¢ : R?> — R una funcion en 62, y sean f,g € C%, con o €
(1/2,1], entonces las integrales:

-
[ w9 ) i ), (4.13)
Yy 9
0 a—j (f (u) g (w) dg (u). (4.14)

estan bien definidas como integrales de Young. Ademds, para toda t € [0,T] se tiene
que:

61 (0),9(0) = 6(£(0).90) + | g—;w),gm»dm
- g—jw (u) g () dg (). (4.15)

4.2. Integracion con respecto al mBf cuando H < %

La integral estocéstica con respecto al mBf con indice H < % se puede definir

directamente por medio de la integral de Young, sin embargo el problema estd en
que no se puede aplicar el teorema (4.3) debido a que las trayectorias del proceso BY

son (3-holderianas con 3 € (0, %) Por tal razon se busca otra manera de definir la
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integral estocéstica con el fin de obtener un resultado similar al teorema (4.3) pero
ahora para H € (O, %)

La siguiente definicién se usara para definir la integral estocastica respecto al
mBf.

4.4 Definicién. Sean X = (Xi),cjoq) ¥ Y = (Yi)cpoq) Procesos estocdsticos conti-
nuos. Se define la integral simétrica del proceso Y respecto al proceso X como:

T n—1
1
/ VX, = lim > 2 (YMUT + Yg) (XW)T + Xg) , (4.16)
0 n—0o0 =0 n n n n

sitempre y cuando el limite existe en probabilidad.

4.5 Teorema. Sea BY un movimiento Browniano fraccionario con indice de auto-
similaridad H > %, T>0 fijoy f:R— R, una funcion en €>° con un crecimiento

polinomial junto con todas sus derivadas, entonces la integral fOT I (Bf) d° B eziste
en el sentido de la definicion (4.4), y se tiene que:

f(BY) :f(0)+/0 f(BY)a°BE. (4.17)

Este teorema proporciona la existencia de la solucién de la ecuacién (4.17) con
la desventaja de que es para un conjunto muy restringido de integrales, ya que a la
funcién f en el teorema (4.5) se le pide que tenga un crecimiento polinomial, que
tenga todas sus derivadas y que se encuentre en €°°, y ademas el resultado es sélo
para H > %. Por otro lado, la ventaja que tiene este teorema es que no usa la teoria
del célculo de Malliavin, el cual requiere de muchas herramientas para estudiarlo.

La demostracién del teorema (4.5) es muy larga y por lo cual se omite en esta
seccién, sin embargo puede consultarse en [Nourdin, 2012, pag. 32].



Conclusiones

El resultado mas relevante que se presentd en el primer capitulo de la tesis es
que para probar la igualdad en distribucion de procesos gausianos centrados soélo es
necesario verificar que sus funciones de covarianza coincidan. Este resultado sirvié de
gran ayuda para demostrar de una manera muy sencilla que el movimiento Browniano
fraccionario es un proceso autosimilar, y cuya propiedad es fundamental.

Otro detalle que se puede resaltar del capitulo 1 es que el movimiento Browniano
fraccionario es una generalizaciéon del movimiento Browniano en el sentido de que
el movimiento Browniano es autosimilar de indice % mientras que el movimiento
Browniano fraccionario extiende ese indice al conjunto (0, 1), obteniendo como caso
particular al movimiento Browniano cuando el indice es %

Del capitulo 2 se destacan las caracterizaciones del movimiento Browniano frac-
cionario, es decir el hecho de que un proceso gausiano autosimilar y con incrementos
estacionarios es equivalente a un proceso gausiano centrado con funcién de covarianza
dada por:

Cov (X, X;) = (tQH + 82— |t — 5\2H> Var (X;), Vt,seT.

N | —

Ademas, las propiedades del movimiento Browniano fraccionario que contrastan
con las propiedades del movimiento Browniano clasico es que el mBf no es semi-
martingala, tiene dependencia a largo plazo en sus incrementos y no es un proceso
de Markov.

En el capitulo 3 se analizaron algunas de las diferencias y a su vez coincidencias
entre el movimiento Browniano fraccionario y el movimiento Browniano fraccionario
de Riemann-Liouville, como el hecho de que para tiempos suficientemente grandes el
mBf-RL tiene un comportamiento muy parecido al mBf, con lo cual se deja al criterio
del lector usar al movimiento Browniano fraccionario de Riemann-Liouville como un
movimiento Browniano fraccionario, como se ha usado en los articulos mencionados
en el capitulo.

Por 1ltimo, el capitulo 4 es consecuencia inmediata del hecho de que el movimiento
Browniano fraccionario no es semimartingala, ya que por esta razon no se le puede
aplicar el calculo de Ito para definir la integral estocastica respecto al mBf. Este
capitulo en si se quedo corto en el estudio de la integral estocéastica respecto al mBf,
debido a que se ocupan otras teorias distintas a la del Calculo de 1t6 para poder
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definir la integral, y aunque se alcanzé a dar una idea del tema, sin usar muchos
conceptos nuevos, se espera como trabajo a futuro profundizar mas en ello.
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